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Vorwort. 

Das vorliegende Buch verfolgt den Zweck, in kurzer und übersichtlicher 
Weise die wichtigsten Lehrsätze aus der Theorie der elliptischen Funktio- 
nen darzulegen, und so dem Anfänger einen ersten Ueberblick über diesen 
Theil der Funktionentheorie zu geben. Wenn in einer kurzen Einleitung die 
später anzuwendenden Sätze aus der Theorie der Funktionen einer komple- 
xen Variablen zusammengestellt wurden, so geschah diess hauptsächlich, um 
einen bequemen Hinweis auf dieselben zu ermöglichen, ohne erst den Stu- 
direnden zu veranlassen, in den einschlägigen Büchern des Langen zu su- 
chen. Zur gründlichen Einführung in diese Theorie sei auf die >Elemente der 
Theorie der Funktionen einer komplexen veränderlichen Grösse< von Dr. 
H. Durege, sowie auf den I. Theil der >Theorie der elliptischen Funktio- 
nen< von L. KÖNIGSBERGER hingewiesen. 

Von dem oben erwähnten Standpunkte aus erscheint es auch gerechtfer- 
tigt, wenn in der Theorie der Integrale nicht auf allgemeine Riemann'sche 
Flächen eingegangen wurde, sondern nur für die speziell auftretende Irra- 
tionalität eine solche konstruirt worden ist, da wohl für den Anfänger das 
richtige Verständniss doch nur an speziellen Beispielen erlangt werden kann. 

Als Anhang wurde eine kleine Anwendung der entwickelten Theorien auf 
die Geometrie algebraischer Kurven gebracht, damit dem Studirenden Ge- 
legenheit geboten werde auch in dieses in neuester Zeit so ausserordentlich 
fruchtbare Gebiet der Geometrie Einsicht zu erlangen. 

In wiefern der angestrebte Zweck erreicht wurde, sei dem geneigten Urt- 
heile der Fachmänner überlassen. 

Prag, im Oktober 1884. 
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Einleitung 



Sätze aus der Theorie der Funktionen einer komplexen 

veränderlichen Grösse 



Einleitung. 



1. Wenn die unabhängige Variable x alle reellen Werte von — oo bis +00 
durchläuft, so kann man ihren Wertvorrat bildlich durch die einfach unendlich 
vielen Punkte einer Geraden darstellen. Nehmen wir aber z = x + iy (i = 
y/— 1) als unabhängig veränderliche Grösse, in welcher x und y reelle Grössen 
sind, so reichen wir zur Darstellung dieses zweifach unendlichen Wertvorrates 
des z nicht mit den Punkten einer Geraden aus und gehen daher zu einem 
Gebilde, welches zweifach unendlich viele Punkte enthält, zur Ebene über. 
Legen wir in der Ebene ein rechtwinkliges Koordinatensystem fest, so ist 
jeder Punkt durch seine Koordinaten x und y bestimmt; umgekehrt bestimmt 
jeder Punkt ein x und ein y. Durchlaufen x und y unabhängig von einander 
alle reellen Zahlen von —00 bis +00, so werden die zugehörigen Punkte alle 
Punkte der Ebene erschöpfen. Wir ordnen nun jedem Punkte der Ebene mit 
den Koordinaten x,y den Wert z = x + iy zu und haben so das Wertgebiet 
der Variablen z auf die Punkte der Ebene eindeutig bezogen. 

Wir wollen diese Ebene kurzweg die z- 
Ebene nennen und den Punkt mit den Ko- 
ordinaten (x,y) mit z bezeichnen. Wird Oz = 
g, <lzQx = ip gesetzt, so ist (Fig. 1) 



z = q (cos ip + i sin ip) , 



wobei 



Q 



r 



tgy 



y 



ist. g heisst der Modul von z und soll auch " 
durch \z\ bezeichnet werden, ip die Amplitude 
von z. Setzt man 

g = log(cos</? + i sin 99), 

so ist 

dg — sin cp + i cos (p 

dip cos ip + i sin tp 

g = i<p + c = log(cos (p + i sin ip) und für tp = . . . c = 0. 
Daher ist cos ip + i sin ip = e 1 ^ und mithin 




Fig. 1. 



z = ge 



v-p 



Diese drei Darstellungen der complexen Grösse 

z = x + iy = q (cos (p + i sin tp) = g e %{p 
Q = 



x 2 + y 2 , tgip 



V 

x 



werden im Folgenden abwechselnd gebraucht werden. Es sei bemerkt, dass 



e2 



Av+k) 



i; e 2 



■W 



ist. 



Die Addition, Subtraktion, Multiplika- 
tion und Division der komplexen Grössen 
kann, wenn man unter z die Strecke OZ 
nach Sinn und Richtung auffasst, einfach 
durch die für die Operationen mit solchen 
Strecken geltenden Sätze veranschaulicht 
werden. So ist Z = z\ + Z2 = x\+X2+i(y\ + 
IJ2), d. h. OZ = Ozi + OZ2 oder die Strecke 
OZ ist die Schlussseite des Dreieckes, dessen 
Seiten 0z\ und OZ2 sind; also ist der Punkt 
Z der Eckpunkt des Parallelogrammes über 
0zi,0z 2 . 

Ist 




Fig. 2. 



Z' = zi-z 2 = (xi-x 2 )+i(yi-y2) 



re 



11p 



wobei 



tgcp 



(xi -x 2j 

y\ -V2 

X\ — X2 ' 



(yi - 2/2) 



so erkennt man, dass r gleich der Länge der Strecke Z2Z1 und 99 der Winkel, 
den die Strecke Z2Z1 mit der positiven Achse bildet, ist. Also ist OZ' parallel 
zu z 2 zi (Fig. 2). 
Es folgt 



OZ' = Öz[ - 0~Z2 = Öii + Z2~0, 

was die Regel für die Subtraktion der Strecken 
bedeutet. 

Zur Ausführung der Multiplikation muss 
der Einheitspunkt festgelegt werden. 

Ist dann (Fig. 3) 




z\ = Q\e 

Z2 = Q2e 



i<Pi 



ltp 2 



Fig. 3. 



Einleitung. 



so ist 



*1*2 = Q\Q2e 



i(ipl+cp 2 ) 



d. h. Z hat die Amplitude ip\ + <p2 und den Radiusvektor Q1Q2 = P, also ist 
Q2 '■ P = 1 : Qi, d. h. die Dreiecke (Fig. 3) Z0z2 und ziOl sind ähnlich. 
Für die Division ist 



z\ 

^2 



61 e i(<pi-(f2) 
62 



Pe 



i(<pi-<P2) 



Der Modul ist gleich dem Quotienten der Mo- 
dulen und die Amplitude ist gleich der Diffe- 
renz der Amplituden, also gleich dem Winkel 
22O21 (Fig. 4); es ist also 




P 



61 

Q2 



oder P : 1 = Qi : Q2, 



Fig. 4. 



d. h. das Dreieck ZOl ist ähnlich dem Drei- 
ecke Z2OZ1 was wieder die graphische Ausführung der Division lehrt. 
Setzen wir 



*1 



Qie 



iipl 



>iip2 



Qi e i(i>i-i>2) 



z 2 - z Q 2 e 1 ^ Q2 

so wissen wir, dass Q\ und Q2 die Strecken zz\ und ZZ2 sind, ip\ und 1^2 
aber die Neigungswinkel dieser Strecken gegen die positive x-Achse. Es ist 
also ipi — ij)2 der Winkel, welchen die Strecken mit einander bilden. Hieraus 

Tp2 = >f7T 

wird. 

Wenn aber ip\ = ^2 + X7r ^s£, dann müssen die Punkte z, z\, Z2 in 
derselben Geraden liegen, da nur dann die Richtung zz\ und 222 mit der 
x-Achse denselben Winkel bilden oder einen um 180° verschiedenen. 

Umgekehrt: Liegen drei Punkte z, z\, 22 in einer Geraden, so ist der 



erkennt man, dass im Falle der Quotient z } * reell sein soll, ib\ 
sein muss, wo x irgend eine ganze Zahl bedeutet, da dann f^f 

22 2 



Q2 



Quotient 



Z\ — Z 
Z2~Z 



der entsprechenden komplexen Grössen reell. 



2. Nachdem wir so eine einfache geometrische Darstellung der complexen 
Variablen z erhalten haben, wollen wir zu den Funktionen dieser Variablen 

übergehen. Wir definiren f(z) als Funktion von z, wenn } - von dz un- 
abhängig ist. Da nämlich z = x + iy ist, so wird 



w = f(z) = f{x + iy) 



eigentlich eine Funktion der unabhängigen Variablen x und y, und es ist 
daher 

dw _ -Q^ax + g^rfj/ _ 9a; ^ dy dx _ 

dz dx + irfy i _|_ ^^M 

also würde ^ von -3^ d. h. von der Richtung, in welcher wir das dz nehmen, 
abhängen, wenn w eine ganz beliebige Funktion von x und y wäre. Damit 
aber -j^- von -M- unabhängig sei, muss ^p = ijf-, denn dann wird 

dw dw 1 dw 
dz dx i dy' 

also von dx sowohl als von dy unabhängig. 

Ist umgekehrt w eine Funktion von x, y und ist 

dw 1 dw 
dx i dy' 

so ist w eine Funktion von z, d. h. es kommt in w das x und y nur in der 

Verbindung x + iy vor, oder wenn ich z = x + iy setze und ich führe in 

w = f(x,y) x = z — iy ein, so dass ich w = f(z — iy) = f\(z,y) erhalte, so 

darf fi y nicht mehr enthalten. Diess ist aber leicht zu zeigen. 

Es ist 

dw dw dw 

dw = ——dx + -77-dy = ——{dx + idy). 



Da 



ist, also 



ferner 



dx dy dx 

dw dw 
dx dy 



dw = —— dz, 
dx 

dw = -^—dz + -——dy, 
dz dy 



da /1 eine Funktion von z und y sein soll, daher 

dw dfi\ dfi , 

dz + — — dy = 



dx dz ) dy 

und da z und y unabhängige Variable sind, da es x und y waren, so folgt 

-7p- = 0, d. h. /1 enthält y nicht, ist also Funktion von z allein und es ist 

daher 

g/l = dfi _ dw 

dz dz dx 



6 Einleitung. 

So ist w = x + y + 2xyi keine Funktion von x + iy. Denn es ist 

dw 

dw 

— = 2{y + ix) 
dy 

dw 
z^ = 2(-y + l x), 



also nicht gleich 2{y + ix). 

dw 



9 9 

Hingegen ist w = x — y + 2ixy eine Funktion von x + iy, denn es ist 



2(x + iy) 
dx 

dw 

— = 2(-y + ix) 

dy 

dw . . 9iü 

ijr- = 2{-y + ix) = —, 

dx dy 



in der That ist 



9 9 

tu = (x + iy) = z 
dw . , <9w 

Die Bedingung i^p = jf- ist also nothwendig und hinreichend dafür, dass 
die Funktion w von x und y eine Funktion von x + iy ist. Wir sehen also, 
dass die Funktionen eines komplexen Argumentes spezielle Funktionen zweier 
reeller Variablen (x,y) sind. 

Ist nun w = f(z) eine Funktion der komplexen Variablen z = x + iy, so 
ist auch z = <f(w) eine Funktion der komplexen Variablen w = u + iv, wo u 
und v reelle Grössen sind. Denn da ^ von dz unabhängig ist, wohl aber dw 

von dz abhängen muss, so ist auch 4^- von dw unabhängig, d. h. z ist eine 
Funktion des komplexen Argumentes w = u + iv. Mit anderen Worten: jede 
Funktion w von z = x + iy kann in die Form w = u + iv gebracht werden, in 
der u und v reelle Funktionen von x und y sind. 
Aus der Bedingung i^j§ = ^j folgt nun 

(du ,dv\ du ,dv 
\dx dx J dy dy' 



7 



oder* 



und hieraus folgt 



du dv du dv 

dx ch/' dy dx 



d l u 
dx 2 
d 2 v 



d 2 



II 



dy 2 
d 2 v 



dx 2 dy z 



d 2 u 
dx 2 



d 2 u 
dy 2 



o, 



0. 



0, welcher der reelle Theil der 



Von der Differentialgleichung 

Funktion w = u + iv von z — x + iy genügt, ausgehend hat Riemann, 
(1851) in seiner Dissertation, die Grundlagen einer allgemeinen Theorie der 
Funktionen einer komplexen Variablen begründet. 



3. Wenn man w = f(z) = u + iv setzt und die reellen Grössen u, v als 
rechtwinklige Koordinaten eines Punktes in einer Ebene w deutet, so wird 
jedem Punkte z = x + iy der z- Ebene im Allgemeinen ein bestimmter Punkt 
w = f(z) = u + iv in der tu- Ebene entsprechen. Die z- Ebene wird also durch 
w = f(z) auf die w-Ebene in bestimmter Weise abgebildet. Wir wollen diese 
Art Abbildung näher betrachten. Es möge dem Punkte z der z-Ebene der 
Punkt w der w-Ebene vermöge w = f(z) = u + iv entsprechen. Dann wird 
einer unendlich kleinen Aenderung des z im Allgemeinen eine unendlich kleine 
Aenderung des w entsprechen, d. h. den Punkten z'z" , die dem Punkte z 
unendlich nahe sind, werden zwei Punkte w'w" entsprechen, die dem Punkte 
w unendlich nahe sind. Nun ist 



w 



w 



w 



w 



dw 

dz z' — z z" — z 

da 0§z von der Richtung der Aenderung des z unabhängig ist. Ist nun c "' 



dz 



weder null noch unendlich, so folgt aus 



dz 



w 


— w 


z> 


— z 


w' 


— w 



ur 



w 



w 


— w 


z" 


— z 


z' - 


- z 



z 



z 



* ) Ist nämlich P -\ 

P = iQ folgt P 2 + Q 

Ist also p + iq = p 1 



- iQ = und P und Q reell, so muss P = 0, 
2 = 0, was bei reellem P und Q nur durch P = 
+ iq' , so muss p = p' ,q = q' sein. 



sein, denn aus 
= erfüllbar ist. 
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Einleitung. 



oder 



ww 



vp 



zz' 



ww 



n 



zz 
die 



wenn (Fig. 5) ww' , ww" , zz' , zz 
Strecken tp und i/j, die Winkel w"ww' res. 
z" zz 
chung folgt aber, dass 



" '' sind. Aus der vorstehenden Glei- 



ww' 



ww' 



zz' 



zz' 



-, P = TP, 



Jlp 



II 



.1 



Ebe 



w^- w 



w Ebene 



Fig. 5. 



diu 



ist, d. h. die unendlich kleinen Dreiecke 
w"ww' und z" z' sind einander ähnlich. 

Die Abbildung der z-Ebene auf die w- 
Ebene ist also derartig, dass einzelne Punkte ausgenommen (in denen , 
null oder unendlich ist), Aehnlichkeit in den kleinsten Theilen stattfindet. 

Diese Art von Abbildung nennt man eine isogonale und wenn diese Ab- 
bildung nur in einzelnen Punkten Ausnahme erleidet, eine conforme*) . 



4. Wir geben einige Beispiele dieser Art von Abbildung. Es sei w = -. Dann 



werden den reellen Werten von z = x reelle Werte von w = u 
und den rein imaginären Werten z = iy werden rein imaginäre w 



i entsprechen 



IV 




z-Ebene 



w-Ebene 



Fig. 6. 



*) Vergleiche über diesen Gegenstand: GAUSS: Allgemeine Lösung der Aufgabe: die Thei- 
le einer gegebenen Fläche so abzubilden, dass die Abbildung dem Abgebildeten in den 
kleinsten Theilen ähnlich wird. SCHUMACHERS Astronomische Abhandlungen 3. Heft. So- 
wie gesammelte Werke Bd. IV, S. 193. DuREGE: Elemente der Theorie der Funktionen 
einer komplexen veränderlichen Grösse. Leipzig 1864. HOLZMÜLLER: Einführung in die 
Theorie der isogonalen Verwandtschaft. Leipzig 1882, u. a. 
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zugeordnet sein. Deuten also die Buchstaben an den Achsen die positiven 
Richtungen an, so werden vermöge w = ^ die positive -u-Achse der positiven 
x-Achse, aber die negative f-Achse der positiven y-Achse entsprechen. Ist 
Oao = 1 und & der mit dieser Länge beschriebene Kreis, so ist z = a = e J< ^, 
und der entsprechende Punkt a! = w = e~ 1 ^ liegt daher auf einem Kreise ß! 
vom Radius 1, hat aber die negative Amplitude. Bewegt sich also a in der 
z-Ebene von oq aus im positiven Drehungssinne, d. h. von der positiven x- 
Achse zur positiven y- Achse, so wird der entsprechende Punkt a! im negativen 
Sinne den Kreis 8! durchlaufen. 

Allen Punkten der z- Ebene, die ausserhalb des Kreises & liegen, entspre- 
chen Punkte der w- Ebene innerhalb $! , und umgekehrt: Punkten innerhalb 
& entsprechen Punkte ausserhalb 8! '. Denn ist 

z = ge tip , so ist w = -e~ lLp , 

Q 

und wenn g > 1, so ist - < 1, der Punkt w liegt innerhalb &'; ist g < 1, so 

ist \ > 1, der Punkt w liegt ausserhalb ä'. Es wird also die ganze unendliche 

2-Ebene ausserhalb Ä auf die endliche Kreisfläche innerhalb ß. abgebildet 

und dem Punkte z = oo entspricht der Punkt w = 0. Jeder Richtung, in der 

z ins Unendliche wächst, entspricht eine bestimmte Richtung, in der w sich 

der Null nähert, und je zwei Richtungen des w bilden denselben Winkel mit 

einander, wie die entsprechenden Richtungen von z. 

Hieraus ist ersichtlich, dass bei unserer Deutung der komplexen Grösse 

z der Wert z = oo ein einziger bestimmter Punkt ist, dessen Umgebung 

auf die Umgebung eines beliebigen Punktes in den kleinsten Theilen ähnlich 

abgebildet werden kann. 

Wir setzen zweitens 

a + ßz 
w = — , 

7 + dz 

wo a, ß, 7, ö reelle oder komplexe Konstanten bedeuten sollen. Wir untersu- 
chen vorerst, ob -p null oder unendlich werden kann. Es ist 

dw ßj — aS 
dz (7 + 5z) 2 ' 

also kann ^ = werden für z = 00, d. h. die Umgebung des Punktes 

z = 00 könnte möglicher Weise nicht in den kleinsten Theilen ähnlich auf 

ß 
die Umgebung des Punktes w = j, welcher z = 00 entspricht, abgebildet 

werden. 

Wir setzen z' = -, dann wissen wir, dass die Umgebung von z = 00 

isogonal auf die Umgebung von z' = abgebildet wird. Können wir nun 
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zeigen, dass die Umgebung von z' = auf die Umgebung w = j in den 
kleinsten Theilen ähnlich abgebildet wird, so wird auch die Umgebung von 
z = oo auf die Umgebung von w = j in den kleinsten Theilen ähnlich 
abgebildet. 

Nun ist aber 



w 



OL + ßz OLZ' + ß 1 

1 + Sz ~ —'-lä " ~ ~' : 



also 



a^ + /3 


72;' + 5 


(07 - «5) 



dw 

dz' ' (72/ + 5) 



und 4^7 für 2;' = endlich, daher die Abbildung der Umgebung von z' = 
auf w = ? in den kleinsten Theilen ähnlich. 

Es wird ferner -p = 00 für z = —%, also könnte die Abbildung der 
Umgebung des Punktes 2 = — % eine Ausnahme erleiden. Da aber dieser 
Punkt zum entsprechenden hat w = 00, so führen wir wieder w = — j ein und 
ersehen, dass für 

/ 1 

w = — 
w 

für welches 

dw' 



7 + 8 z 


OL + ßz" 1 


aS — ßj 



dz (a + ßz) 2 

für z = — % endlich ist, die Umgebung des Punktes z = — % auf die Umgebung 

w' = in den kleinsten Theilen ähnlich abgebildet wird, d. h. dass auch die 

1 
6 



Umgebung von z = —% auf die Umgebung von w = 00 isogonal abgebildet 



ist. 

Die lineare Funktion w = - . ^ bildet daher die z -Ebene ausnahmslos in 

7+oz 

den kleinsten Theilen ähnlich auf die w-Ebene ab. 
Da aus 

ol + ßz 

w = — 

7 + dz 

OL — JW 

' ' ~ -ß + 5w 

folgt, so ergiebt sich, dass auch die -u;-Ebene auf die ^-Ebene ausnahmslos in 
den kleinsten Theilen ähnlich abgebildet wird durch die Funktion 

ol + ßz 

w = — . 

7 + dz 
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Um die Art dieser Abbildung näher zu betrachten, sollen den Punkten 
z\, Z2, z% die Punkte w\, W2, W3 entsprechen. Diese Festsetzung können wir 
in beliebiger Weise machen, da durch sie die drei willkürlichen Konstanten 
ol : ß : 7 : 8 festgelegt sind. Es ist nämlich 

Swz + jw — ßz — a = 0, 

also für entsprechende Punkte 

5w\z\ + 7^1 — ßz\ — a = 
5tü2Z2 + JW2 — ßz2 — ol = 
Sw^zs + yws — ßz% — a = 0. 

Eliminirt man aus diesen vier Gleichungen ö, 7, 
in 



-ß, —ol, so erhält man 







WZ, w, z, 1 

WlZl, W\, ZI, 1 

^2^2,^2, Z 2 , 1 

^3^3, ^3> ^s, 1 

die lineare Relation, welche zwischen je zwei entsprechenden Punkten w, z 
stattfindet. Durch eine einfache Reduktion kann man derselben die Form 
geben: 



oder 



z - 


- Z2 


w - 


- W2 


z - 


- Z2, 


w - 


-wz 


z\ 


~ Z2 
~ Z2, 


W\ 


-w 2 


z\ 


W\ 


-ws 






w 


-w 2 



z 2 W\ — W2 Z\ — Z2 W — W2 



z 3 W\ — W3 Z\ — Z3 w — W^ 



W\ — Ws 



w 2 z x - zs 



w — WS W\ — W2 



zs zi - z 2 



Bezeichnet man den Quotienten 



Z-W2 . Z1—Z2 



als ~>Doppelverhältnis<. der 



z-z s Z1-Z3 

vier Punkte z, z\, 22, 23*) , so sagt die obige Gleichung aus, dass durch 
die lineare Beziehung der z-Ebene auf die w-Ebene das Doppelverhältnis un- 
geändert bleibt. 

Wenn man in f(z) für z den Ausdruck w = a , K z einsetzt, so sagt man, 
man habe z linear substituirt, und daher: »Das Doppelverhältnis von vier 
Punkten wird durch lineare Substitution nicht geändert. <c 

Sind z\, Z2, zs festgelegt, denen w\, W2, ws entsprechen sollen, so giebt 
uns obige Gleichung den Punkt w, welcher dem Punkte z entspricht. 



*) MÖbius, Crelle'sches Journal Bd. IV. S. 
Bd. IX. S. 209. 



101 u. ff. - - Wedekind, Math. Annal. 
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Einleitung. 



Wir drücken das Doppelverhältnis durch die Modu- 
len und die Amplitude aus. Es ist 



z - z 2 

Z- Z3 



Z2Z 

Z3~z 



,i<p 



z\ - z 2 
z\ - zs 



Z2Z\ 

Z3ZI 



S<Pl 



wobei (f und ip\ die Winkel z^zz2 und £3-21-22 im Sinne ^ 
der Pfeile (Fig. 7) genommen sind, also demselben Sinne 
nach. Es ist also, wenn analog für 

<W3WW2 = "0, <W3W2Wi = -01 

gesetzt wird, 



W 2 W _ W3W1 ity-fa) = Z2Z_ _ z$z\ i( v - Vl ) 



W3W W2W1 



z$z z 2 z\ 




Fig. 7. 



Setzen wir nun voraus, dass die vier Punkte z, z\, 
Z2, z% auf einem Kreise liegen, so wird <p = ip\ d. h. das 
Doppelverhältnis z ~ Z -y 2 = r i wo r eine reelle Grösse ist. 

z 23 

Umgekehrt: ist das Doppelverhältnis von vier Punkten reell, so liegen diese 
auf einem Kreise. Daher liegen die vier Punkte w, w\, W2, W3, welche den 
vier Punkten z, z\, 22, 23 eines Kreises entsprechen, selbst auf einem Kreise, 
wie auch daraus folgt, dass aus ip = tpi auch ip = ip\ sich ergiebt. 

Durchläuft der Punkt z den Kreis &, welcher durch die drei Punkte z\, 22, 
23 bestimmt ist, so durchläuft w den Kreis ß! , welcher durch die drei Punkte 
w\, W2, w% gelegt ist. Es könnte hierbei eintreten, dass w für einen speziellen 
Wert von z unendlich würde, was aus 



a 



w 



ßz 



7 



5z 



für z 



2 
's 



folgt. Dann ist aber 



w 



w 2 w l ~ w 3\ 



W\ — W3 



reell, 



w - w 3 wi- w 2 J w=OQ wi - w 2 
d. h. die Punkte w\, W2, w% liegen auf einer Geraden. Da nun 

w l ~ w 3 



und 



n 

w l — w 2 

w — W2 wi — w% 
w — w% wi — W2 
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für alle Lagen von w ist, so ist 

w — W2 r 
w — W3 r\ 

d. h. der Punkt w liegt mit W2W3 immer auf einer Geraden, auf welcher auch 
w\ liegt. 

Mit anderen Worten: Den Kreisen der z-Ebene, welche durch den Punkt 
z = — % gelten, entsprechen in der w -Ebene Gerade. 

Umgekehrt entsprechen den Geraden der z-Ebene, für die ja z ~l 2 sowohl 

z 23 

als Z }~ Z2 reell ist, also auch 
zi-23 

Z — Z2 Z\ — Z% W — W2 W\ — W3 



z — Z3 Z\ — z<i W — W3 W\ — W2 

reell wird, in der w-Ebene Kreise, welche alle durch den Punkt gehen, der 
dem Punkte z = 00 entspricht, d. h. durch den Punkt 

'a + ßz\ ß 

w 



J + SzJ z=OQ S 



entsprechen, und den Kreisen, welche durch den Punkt w = j gehen, ent- 



Allen Kreisen und Geraden der w-Ebene werden auch Kreise der z-Ebene 

, sprechen, und den Kreisen, w 
sprechen Gerade in der z-Ebene. 

Den Geraden der tu- Ebene, welche durch den Punkt w = ^, entsprechen 
Gerade der z-Ebene, welche durch den Punkt z = — % gehen. Diese zwei 
Büschel von Geraden sind die einzigen einander entsprechenden Geraden in 
der Verwandtschaft der beiden Ebenen. 

Die Beziehung, in der die Ebenen stehen, nennt man die Möbius'sche 
Kreisverwandtschaft. 

In w = - , K z haben wir eine Funktion von z kennen gelernt, welche die 
z-Ebene ausnahmslos so auf die w-Ebene abbildet, dass Aehnlichkeit in den 
kleinsten Theilen stattfindet. 

Dass eine derartige Abbildung mittels einer Funktion, für welche ^ in 
einem Punkte null oder unendlich wird, nicht notwendig stattfindet, zeigen 
wir mittels der Funktion 



w 



y/(l- Z ) = (l-z)V, 



in dem wir festsetzen, dass w = 1 für z = ist und dass von z = an z 
stetig fortgesetzt wird, wodurch auch w stetig sich ändert. 

Nennen wir alle Punkte z, welche innerhalb eines Kreises liegen, der mit 
dem Radius g um den Punkt a geschlagen wird, die Umgebung des Punktes 
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Einleitung. 



a, so können wir sagen: Die Umgebung des Punktes z = wird auf die 
Umgebung des Punktes w = 1 in den kleinsten Theilen ähnlich abgebildet, 
so lange g < 1 ist. Denn für g < 1 ist 



dw 

dz 



1 1 



2J\ 



stets endlich, da 



\ge 



Hp\ 



g < 1 



ist. Für z = 1 sehen wir, wird 



dw 

dz 



oo, also ist 2 = 1 gerade ein Ausnahms- 



punkt, den wir näher betrachten wollen. 
Wir setzen zu diesem Zwecke 



ge 



lif 



also 



w 



gze 1 



0, z x 



1 — q der 



1 



£;e 



:} 'Y 



Entspricht nun dem Punkte (p 
l 
Punkt w\ = gi so wird dem Punkte 

1 ■(£ 

der Punkt wq = g^e 1 ^ entsprechen, d. h. der Win- 
kel w\Qwq (Fig. 8), den die Richtungen 0w\ und Owq 
in der w-Ebene bilden, ist nur halb so gross, als der 
Winkel, den die Richtungen \z\ und Izq mit einan- 
der in der 2-Ebene bilden. Hieraus folgt bereits, dass 
die Umgebung des Punktes z = 1 nicht in den klein- 
sten Theilen ähnlich auf die Umgebung des Punktes 
w = abgebildet wird, sondern dass zwei Richtun- 
gen, die von z = 1 ausgehend einen Winkel (p mit 
einander bilden, in der tü-Ebene zwei Richtungen von 
w = ausgehend entsprechen, welche miteinander den 
Winkel ^ bilden. Wenn z nach einem Umlauf nach z\ 
zurückkehrt, also ip = 2n ist, wird 



w 



gie 1 



i 
-gi. 




w-Ebene 



Fig. 8. 



so ist w\ nicht in seinen Anfangswert zurückgekehrt, sondern in u>2, und erst 

l 
wenn z noch einen Umlauf macht, (p = 4tt wird, so wird w = g% = w\ 

seinen Anfangswert erlangen. Es ist also gleichsam die doppelte Umgebung 

des Punktes z = 1 auf die einfache Umgebung des Punktes w = abgebildet. 

Es werden jedem Punkte zq zwei Punkte wq, w'q entsprechen, die, wie man 

sieht, diametral gegenüber liegen in Bezug auf w = 0. 
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Die Funktion 
für welche 



w = (Vi - z) , 

dw 3 / 

-Vi — z 



für z = 1 verschwindet, verhält sich in der Umgebung des Punktes z = 1 
analog, nur dass für 



3 A&P 



z = l-ge^, w = Qie b 

ist, also zwei Richtungen, die von 2 = 1 ausgehend den Winkel cp mit einander 
bilden, in der -u;-Ebene zwei Richtungen von w = ausgehend entsprechen, 
welche den Winkel -^ mit einander bilden. Dem Punkte z\ für den Lp = 
0,27r,47r ist, werden die Punkte 

w\ = £>2, w; 2 = ^2 e * 37r und w\ = g^e t67T 
entsprechen. 

5. Ist w = f(z) eine bestimmte Funktion von z, so dass 
^p von 2 unabhängig ist und 2q e i n Wert von z, für den 
^p weder null noch unendlich ist, so wird tüQ = f( z o) 
einen derartigen Wert besitzen, dass die Umgebung von 
zq, die wir so wählen, dass keiner der Punkte, für den 
TT = { (X) w i r< l? hi dieselbe hineinfällt, in den klein- 
sten Theilen ähnlich auf die Umgebung des Punktes wq 
durch die Funktion w = f(z) abgebildet wird. Lassen wir 
z durch stetige Aenderung von zq nach z\ übergehen 
(Fig. 9), ohne dass der Weg ZQtz\ aus der vorhin be- 
stimmten Umgebung hinaustritt, so wird wq zu einem 
Werte w\ gelangen; es fragt sich, ob, wenn wir einen anderen Weg z§qz\ 
wählen, wq wieder den Wert w\ erreicht. 

Betrachten wir zunächst zwei Wege des z, welche unendlich nahe anein- 
ander fortlaufen. ZQtz\ und z^t" z\. 

Ist dann tt' ein Element des ersten Weges und t" der t benachbarte Punkt 
auf ZQt"z\ , so wird 




Fig. 9. 



f{t') - f{t) f{t") - fit) 



t'-t 



t" -t 



<P(t) 
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von (t r — t) oder (t" — t) unabhängig sein, also ist 

/(*') - f{t) = (t> - t) V (t) 

f(t")-f(t) = (t"-tMt), 

daher auch 

f(t')-f(t") = (t'-t"Mt), 

d. h. da (t f — t") unendlich klein ist, so sind f(t') von f(t") in allen Punkten 
der beiden Wege, die einander benachbart liegen, unendlich wenig verschie- 
den, aber nicht gleich, da ja cp(t) nicht < sein kann. Im Punkte z\ müssen 

also die Werte der beiden Funktionen übereinstimmen, weil t' mit t" zu- 
sammenfällt, oder: auf den benachbarten Wegen z§tz\ und z^t" z\ erlangt w 
denselben Wert w\. Da nun innerhalb der betrachteten Fläche 21, die wir 
als Umgebung des Punktes zq auffassten, ^ nicht unendlich und nicht null 
werden kann, so wird durch stetige Abänderung des Weges ZQt" ' z\ in z§qz\ 
überführt werden können, ohne dass ein Punkt überschritten wird, für den 

^p = < ist, und da dann w in z\ immer den Wert w\ annimmt, so ersehen 

wir, dass w, unabhängig von der durchlaufenen Wertereihe des z, in z\ den 
Wert w\ annimmt. 

Man sagt in diesem Falle w ist eine eindeutige Funktion von z innerhalb 
21 zum Unterschiede davon, wenn w andere Werte annimmt, sobald z von 
zq nach z\ verschiedene Wege beschreibt; w heisst dann eine mehrdeutige 
Funktion von z. 

So ist w = (z — a) n , wenn n eine ganze Zahl 
ist, eine eindeutige Funktion in der ganzen Ebene. 
Jedenfalls ist sie eindeutig, wenn z von a oder oo 
verschieden ist. Für die Umgebung des Punktes a 
setze man 

z - a = ge^, w = g n e^ n , 

woraus ersichtlich, dass, wenn cp sich um 2ir ändert, Flg ' 10 ' 

z also einen geschlossenen Weg um a beschreibt, 

w = g n e ^ n ■ e 2lTin = g n e^ n 

wieder seinen ursprünglichen Wert annimmt. Hieraus folgt dann ohne weiters, 
dass w für einen Wert z unabhängig von der Wertereihe, welche z durchläuft 
um zu z\ zu gelangen immer denselben Wert annimmt. Ist z in der Umgebung 
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des Punktes oo, so setze man 



1 ( l Y l h w 

z = ~v w = [y~ a J = ^y 1 ~ az ) ' 

' -z /n ' 



w (1 — az') n ' 

woraus ersichtlich, dass — eine eindeutige Funktion von z' ist in der Um- 
gebung von z' = und also auch eine eindeutige Funktion von z in der 
Umgebung von z = oo, und mithin ist auch w eine eindeutige Funktion von 
z in der Umgebung von z = oo. 

n 

Die Funktion w = [z — a)P , wo n und p relativ prim sind und p nicht 
gleich 1 ist, ist eine vieldeutige Funktion in der Umgebung des Punktes z = a 
und z = oo. Denn setzt man 

z — a = Qe lLp , 



so wird 

w = gPe' p 



.<pn 



2--KI 

Da nun e p nicht = 1 ist, so wird, wenn z einen geschlossenen Weg um 
den Punkt o beschreibt, ip also um 27r wächst, w nicht seinen ursprünglichen 
Wert erlangen. 

Die Werte von w werden also von den Wegen, welche z beschreibt, abhän- 
gen. Hieraus ersieht man, dass w = (z — a) n wohl eine eindeutige Funktion 

l 
von z ist, aber dass z — a = wn nicht eine eindeutige Funktion von w ist. 

[Siehe das Beispiel sub 4, S. 14.] 

6. Wir verstehen unter 

-z 



W= f(z)dz 

diejenige Funktion von z, für welche ^r- = f(z) ist. Es fragt 
sich, unter welchen Umständen wird W von dem Integrationswe- 
ge abhängen. Nach Vorhergehendem ist ersichtlich, dass zwei Wege, 
die von zq nach z führen, und die keinen der Punkte einschliessen, 

für welche f(z) = ^00 wird, denselben Wert des Integrals liefern. 

Bezeichnen wir mit W(zQtz) das Integral, genommen längs z^tz 
(Fig. 11), so wird also 

W(z tz) = W(zot'z). 
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Da nun W(zQt'z) = —W{zt'zo) ist, da z dieselben Werte in umgekehrter 
Reihenfolge durchläuft, so folgt 

W(z tz) + W(zt'zo) = 

oder 

W(z tzt'zo) = 0, 

d. h. das Integral J f(z)dz genommen längs eines geschlossenen Weges, wel- 
cher keinen Punkt einschliesst, für den f(z) = {^ ist, ist gleich Null. 

Dieser Satz ist auch folgendermassen klar: Ist (Fig. IIa) z'q ein 
unendlich naher Punkt von zq, so ist, da der Weg ZQtzt'z^ in den 
Weg zqz'q ohne Überschreitung eines Ausnahmepunktes transformir- 
bar ist, W(zQtzt'zQ) = W(zqz'q); rückt z'q nach zq, so wird W(zqz'q) 
und daher 

W(zotzt'zo) = 0. 




z o 



z o 



7. Es sei nun f(z) eine eindeutige Funktion innerhalb der Umge- 
bung des Punktes z = a oder innerhalb der Kontur 2t (Fig. 12a), Fig. iia. 
die aus einem einzigen Zuge besteht, damit jede geschlossene Linie, 
welche 21 nicht überschneidet, sich auf einen Punkt innerhalb 21 zusammen- 
ziehen lasse, und es wäre b ein Ausnahmspunkt, für den 



f(b) = { 





3C 



21 




ist. Dann braucht W(atzt'a) nicht null zu sein. Ist a' ein 
in der Nähe von o (Fig. 12b) gelegener Punkt, so wird 
jedenfalls 

W(at z\ta pqra) = 0, 

wenn die Wege 

at z\ta und arqpa Fig. 12a. 

keinen weiteren Ausnahmspunkt einschliessen, was wir 
voraussetzen wollen. 
Daher ist: 

W(at'zi) + W(zita') + W(a'p) + W(pqr) + W(ra) = 0. 

Lassen wir also also a mit a! zusammenfallen, so wird 

W(at'zi) + W(zita) + W(ap) + W(pqr) + W(ra) = 0. 




Fig. 12b. 
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Da nun r und p einander unendlich nahe rücken und schliesslich zusammen- 
fallen sollen, f(z) eine eindeutige Funktion von z ist, also in p denselben Wert 
annimmt, nachdem z den Weg pqrp beschrieben hat als vordem, so wird 

W(ap) = -W(pa) = -W(ra), 

wenn r mit p zusammenfällt. Also ist 

W(at'zi) + W(zita) + W(pqrp) = 0. 

W{pqrp) heisst das geschlossene Integral um den Punkt b herum, und obige 
Gleichung sagt in der Form 

W{atz\t'a) = W(pqrp) 

aus: Das geschlossene Integral um einen Punkt b herum ist unabhängig von 
dem Wege, welcher b umgiebt, so lange dieser keinen weiteren Ausnahms- 
punkt umschliesst. 

Aus der ersten Form der Gleichung ist ersichtlich, dass 

W(at'zi) - W(atzi) = -W(pqrp) 

ist, dass also die Integrale, von a nach z\ genommen, längs zweier Wege, 
die zusammengenommen den Punkt b umschliessen, nur dann gleichen Wert 
besitzen, wenn 

W(pqrp) = 

ist. Wir wollen das geschlossene Integral, um den Punkt b derartig genommen, 
dass der Punkt b links von der Richtung des Integrationsweges bleibt, mit 

f(z) dz 
b 

bezeichnen und erhalten also 



f(z)dz- f(z)dz= Lf(z)dz, 

atz\ J at ' z\ Jb 

wenn f(z) eine eindeutige Funktion ist und die Integrationswege atz\, ab' z\ 
nur den Ausnahmspunkt b umschliessen, ohne die Kontur von 2t zu über- 
schreiten, b muss von atz\ links liegen. 

hf(z) dz ist von dem Integrationswege, der b umgiebt, unabhängig. Wir 
setzen also diesen als kleinen Kreis um b herum mit dem Radius g voraus 
und wenn 

z -b = ge i(p , z = b+ge^ 
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gesetzt wird, so ändert sich nur ip von bis 2ir, also ist 

/>2tt 
f(z) dz = ig f(b + ge^)ge^dip. 

Jo 

Es sei nun f(b) = 0, dann wird, wenn g klein ist, 

f(b + ge^) 
sein, wo e für g = null wird. Nun ist 

f(b + ge^)=£e^, 

wo if) eine gewisse reelle Funktion von ip und g ist, also wird 
r2ir r2ir 

f(z)dz = ig ee l ^ +lfi ' = ig e(cos((p + ip) + isin(c/? + ip))dip 

b JO JO 

nun hat das Integral jedenfalls einen endlichen Wert, da der Integrand nicht 
unendlich werden kann, also ist, wenn g sich der Null nähert, der Wert des 
Integrales unendlich klein, und da dieser Wert unabhängig ist von der Form 
des Integrationsweges, so ist 



J(z)dz = 0, 
sobald f(b) = ist. Würde aber /(&) = oo werden, so ist nicht mehr 

f f(b + ge^)e^dip 
nothwendig endlich und 

' / f(b + ge^y^dtp 



ig 



nicht nothwendig null. 

Ist also f(z) eine eindeutige Funktion von z innerhalb der einfachen Kon- 
tur 21, so ist f* f(z) unabhängig vom Integrationswege, sobald f(z) nicht oo 
wird innerhalb 2t. 
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8. Es werde nun f(z) in den Punkten b\, 62? 
63, • • • b n unendlich, sei aber innerhalb 21 eindeu- 
tig und sonst nirgends mehr unendlich. Wir um- 
geben die Punkte &i, &2> &3> ■ ■ ■ &n (Fig. 13) mittels 
einer Linie 21', welche ganz innerhalb 21 verläuft 
und zwar so, dass zwischen 21' und 21 keiner der 
Punkte &i,&2>&3> ■ ■ ■ &n hegt. Wir wählen ferner 
die Punkte mim' 1 ;m' 2 m2 . . . m n m' n , so dass m^ 
und m'fr nahe beieinander liegen und ziehen von 
m/j eine Linie m^b^m',, welche nur den Punkt b^ 
umgiebt und in m', endet, ohne dass diese Linie Fig. 13. 

eine andere derartige schneidet. Dann lässt sich 
der Linienzug 

m l^l m l m 2^2 m 2 m 3^3 m 3 • • • m nbn m n m l 

auf einen Punkt zusammenziehen, ohne dass einer der Punkte b\. . .b n 
überschritten wird, also ist 

W / ( m lfrl m l m 2fr2 m 2 • • • m nbn m n m l) = 




oder 



W (mibirrii) + W / (m 1 m2) + W {m^b^'^q) + Wim^m-^) 
+ ■■■ W(m n b n m' n ) + W(m ! n mi) = 0. 



Da nun 



W(m' h m h ) + W(m h m' h ) = 
ist, so folgt, dass auch 

W (mibimimi) + W(mim 1 m2) + W / (m2&2 rri 2 m 2) 
H W(m n b n m' n m n ) + W{m' n m{) = 

ist. Es ist aber 

W (mimim.2) + W(m2m 2 m3) + • • • W(m n mi) = W (21 ) 

und 

W(m h b h m' h m h ) = - L f(z) dz, 

da das Integral linker Hand so genommen ist, dass der Punkt b^ rechts vom 
Integrationswege liegt. Also ist 



W(%!) 



f(z)dz- Lf(z)dz 
61 Jbi 



bn 



f(z)dz = 0. 
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Einleitung. 



Beachtet man nun, dass das Integral längs 21' genommen gleich ist dem In- 
tegral längs 21 genommen, da 21' und 21 in einander überführbar sind ohne 
Ueberschreitung eines Unstetigkeitspunktes, so ergibt sich 



21 



f{z)dz 



E h f{z) dz > 
h=\ Jbh 



wo die Integrale in der Richtung zu nehmen sind, dass die Unstetigkeitspunk- 
te links liegen. 

Es ist selbstverständlich, dass 21 durch keinen der Unstetigkeitspunkte ge- 
hen darf, und dass innerhalb 21 nur eine endliche Anzahl von solchen Unste- 
tigkeitspunkten liegen dürfen, damit obiges Raisonnement ohne Abänderung 
giltig bleibt. 



9. Von dem eben abgeleiteten Satze wollen wir eine Anwendung machen. 

Es sei F(z) eine eindeutige Funktion von z, welche 
für z = a den endlichen Wert F(a) annimmt und wel- 
che innerhalb des mit R um a geschlagenen Kreises & 
(Fig. 14) nicht unendlich wird. Es sei t ein beliebiger 
innerhalb ß. gelegener Punkt, dann wird 



f(z) 



F(z) 




nur für z 



Fig. 14. 



z-t 

t unendlich und es ist daher 

F(z)dz _ f F(z)dz 
& z-t Jf z-t 

Im zweiten Integral ist F(t) der Voraussetzung nach eine endliche Grösse, 
also ist, wenn z — t = ge 1 ^ gesetzt wird, für kleine Werte von g 



F(z) = F(t + ge t V) = F(t) 

wo e mit g gleichzeitig null wird, also ist, da 

dz 



£, 



t 



idip 



ist, 



und mithin: 



F(z)dz 



I-2TT 

i. I F(t)d(p 
'0 



2 vi 



edip, 



F(t) 



1 

2vri 



F(z) dz 
ß. z ~t 
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d. h. der Wert der eindeutigen Funktion F in einem Punkte innerhalb Ä 
lässt sich ausdrücken durch ein Integral genommen längs der Linie Ä. Diese 
darf selbstverständlich durch keinen Punkt gehen, für den F(z) = oo wird, 
ist im Uebrigen höchst willkürlich, da das Integral vom Integrationswege 
unabhängig bleibt, so lange kein Unstetigkeitspunkt überschritten wird. 
Wir transformiren das Integral. Da z auf Ä liegt, so ist 

\z — a\ > \t — a\ , 

setzt man daher 

z — a 
so ist Q < 1. 



Da nun 



1 — o 
1 - Q 



ist, so folgt für n = oo, g < 1 



1 + Q + Q 2 



1 



1-0 

Da diese Reihe convergirt, so convergirt auch die Reihe 

R\ = 1 + q cos ip + g cos 2(p + g cos 3ip + • ■ 
und 

i?2 = sin ip + g sin 2<^ + g sin 3</? + • • • 
mithin hat auch 

Äi + %R 2 = 1 + 0e^ + (^e^) 2 + (^) 3 + • 
einen unendlichen Wert, den man ohne weiteres als 

1 



1 - ge l( P 



erkennt. 
Daher ist 



1 



2 / \ 3 

t — a 1 1 — a\ I t — a\ 1 z — a 



z — a \z — a J \z — a J 1 — t—^- z — t 
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Einleitung. 



oder 



t-z 



(t - zf 



z — t z — a (z — a) 2 (z — a) 3 
und da F(z) für die in Betracht zu ziehenden Werte z endlich ist, 



F(z) _. F(z) , u ^ F{z) | 2 F(z) ^ 

(z — a) 2 (z — a,y 



z — t z — a 
Setzt man also 



+ (t-a)- 



A r 



F(z) dz 



2m J M (z-a) n+r 



so wird 



Es ist 



und da 



F(t) = A + Ai(t -a) + A 2 (t - a) 2 + A 3 (t - a) 



A, 



1 



F(z)dz 



F(t) 



2m' .1 $ z — a 

1 f F(z)dz 



F(a) 



2m 



R 



z-t 



ist, so folgt 














~d n F(ty 


n\ 


' f F(z)dz 




dt n 


t=a 27ri 


[J*(z-t)»+l\ 


mithin 


A n = -F( n \a), 


wobei 




F^ n \a) 




~d n F(t)~ 
dt n 


t=a 



n\A n , 



t=a 



ist. Daher folgt aus (A): 



F(t) = F(a) + F'(a)(t - a) + F"(a) 



(t - af 
1 -2 



v ; 1-2-3 



(A) 



(B) 



welche Entwicklung so lange gilt, als t innerhalb des um a geschlagenen Krei- 
ses liegt, der keinen Unstetigkeitspunkt enthält. 

Umgekehrt ist jede Funktion F(t), für welche obige Entwicklung gilt, eine 
eindeutige Funktion von t, so lange die Reihe rechter Hand convergirt. 
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(A) ist eine Potenzreihe von (t — a) und da, sobald diese convergirt, auch 
alle ihre Ableitungen convergiren, so ist in der Umgebung einer solchen Stelle 
a die Funktion mit allen ihren Ableitungen eindeutig. 

Die oben aufgestellte Form der Reihe für F(t) ist etwas zu modificiren 
für den Fall, dass der Punkt a der Punkt z = oo wäre. Setzen wir nämlich 
voraus, dass F(z) für z = oo den endlichen Wert A annehme und setzen 



so wird 



F(z) = F 



1 



y{z) 



A. 



und es ist 

[F(s)] z=0O = W)\ z t =Q 

d. h. f(z') ist in der Umgebung von z' = als eindeutige Funktion von 
eine Reihe entwickelbar. Wir haben also 

F (-^j = y{z') =A + A x z' + A 2 z' 2 + A 3 z' 3 + • • • , 
mithin für z' = ^ giebt 



z' in 



V 



F{s) =A 



Ai A 2 , ^3 



als Entwicklung von F(z) in der Umgebung von z = oo d. h. für solche Werte 
von z, deren Modul sehr gross ist. 



10. Wird eine Funktion von z für z = a so unendlich gross, dass (z — 
b) n f(z) für z = b endlich und von Null verschieden ist, so heisst b ein n- 
facher Unendlichkeitspunkt von f(z). Ist b = oo, so heisst dieser Punkt ein 



n-facher Unendlichkeitspunkt, wenn 
verschieden ist. 

Analog nennt man den Punkt z ■■ 
wenn 

_f(z 



m 



für z = oo endlich und von Null 



oder z = oo eine n-fache Nullstelle, 



resp. [z n f{z)\. 



endlich und von Null verschieden ist. 

Ist f(z) eine eindeutige Funktion in der Umgebung der Unendlichkeits- 
oder Nullstelle, so kann dieselbe nur so unendlich oder null werden, dass n 
eine ganze Zahl bedeutet. 

Es sei f(z) eine eindeutige Funktion in der Umgebung von z = a und 



f(z) 



.(* 



A 



z=a 
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endlich und von Null verschieden. 

Dann ist tp( z ) = f<p( z )dz, wenn <f(z) = , _ L gesetzt wird, in der 

Umgebung von a jedenfalls eine eindeutige Funktion, da -p weder null noch 

unendlich wird. Mithin ist auch <p(z) = , in der Umgebung von a eine 
eindeutige Funktion und da es auch f(z) sein soll, so ist das nur möglich, 
wenn (z — a) n eine eindeutige Funktion in der Umgebung von o ist d. h. 
wenn n eine ganze Zahl bedeutet. 

In der Umgebung einer n-fachen Nullstelle hat also die eindeutige Funk- 
tion f(z) die Entwicklung 

f(z) = (z- a) n [A + Ai(z - a) + A 2 (z - a) 2 + • • • ], 

wo A von Null verschieden ist; denn es ist 



(p(z) =A + Ai(z - a) + A 2 {z 



a 



^2 



Ist a = oo, so ist die Entwicklung der Funktion, welche für z = oo nmal 
verschwindet, 



A+^+^r 

z Z L 



wo A von Null verschieden ist. 

Ist f(z) in der Umgebung der n-fachen Unendlichkeitsstelle eindeutig, so 
folgt wie früher, dass wenn 

(z-b) n f(z) = <p(z), 

ip(b) = B ist, wo B endlich und von Null verschieden ist, dass (p(z) in der 
Umgebung von z = b eindeutig ist und daher 

ip(z) =B + B 1 (z-b) + B 2 (z - b) 2 + • • • B n (z - b) n + B n+1 (z - b) n+1 ■ ■ ■ 

also 

ist, woraus die Form der Entwicklung von f(z) ersichtlich und augenscheinlich 
ist, dass f(b) = oo wird, wie -, _,\ n - 

f(z) 
Ist b = oo, so muss — ^- = ip(z) für z = oo endlich und von Null verschie- 
den sein, also ist 

B\ B n _i B n B n+ i 



4>(z) = B 



z ^n—l z n z n ~^~^ 

n— 1 , d „ i d i n+1 



f(z) = Bz n + B lZ n - L + ■■■ B n _iz + B r 



z 
woraus wieder die Art des Unendlichwerdens für z = oo ersichtlich. 
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11. Eine eindeutige Funktion von z, welche für keinen endlichen Wert von 
z unendlich gross wird, und für z = oo nur unendlich wird von der n ten 
Ordnung, heisst eine ganze rationale Funktion von z. Ihre Form ergiebt sich 
durch die vorstehenden Sätze einfach. 
Für sehr grosse Werte von z ist 



f(z) = üQZ n + a\z n + • • • + a n _iz + o r 

a n+l . a n+2 



z 



Diese Entwicklung gilt für alle 2, welche ausserhalb des um den Punkt 
z = geschlagenen Kreises liegen, der alle Unendlichkeitspunkte von f(z) 
enthält. Da aber f(z) keine Unendlichkeitspunkte im Endlichen gelegen hat, 
so können wir diesen Kreis auf den Nullpunkt zusammenziehen, d. h. die 
Entwicklung muss auch für z = gelten und da /(0) endlich ist, so muss 

On+l = 0, a n+2 = . . . 

sein, d. h. es ist 

}{z) = aQZ + a\z -\ a n _\z + a n . 

Würde f(z) auch für z = 00 nicht unendlich, so müsste 

üq = 0, a\ = 0, . . . a n _i = 

sein d. h. f(z) = a n sein, oder: eine eindeutige Funktion von z, welche für 
keinen Wert von z unendlich wird, ist eine Constante. 
Eine eindeutige Funktion von z, welche für die Punkte 

z = bi,b 2 ...b m 

von den Ordnungen 

ni,n2...n m 

unendlich wird, und für z = 00 von der Ordnung p unendlich wird, heisst eine 
gebrochene rationale Funktion. Eine rationale Funktion ist also eine eindeuti- 
ge Funktion von z, welche nur für eine endliche Anzahl Werte z unendlich von 
endlicher Ordnung wird oder, wie man sich ausdrücken kann: eine rationale 
Funktion ist eine eindeutige Funktion von z, welche nur eine endliche Anzahl 
von Unendlichkeitsstellen hat. Hiebei wird jede m-fache Unendlichkeitsstelle 
als m einfache solcher Stellen gezählt. 
Es wird 

cßiz) = {z- h) ni (z - b 2 ) n i -..{z- b m ) n ^f(z) 
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für keinen endlichen Wert von z mehr unendlich. Setzen wir 

n\ + n 2 + n 3 -\ h% = q, 

so wird 

(z-b i ) ni (z-b 2 ) n *---(z-b m ) n <» = 

= z q + B^- 1 + • • • B q _ lZ + B q 

eine ganze rationale Funktion, welche für z = oo von der q Ordnung 
unendlich wird, und da f(z) von der p ten Ordnung unendlich wird, so wird 

lf ( z) = ( z l + ... + Bq )f(z) 

von der p + q ten Ordnung unendlich für z = oo und sonst nicht mehr, also 

ist 

tp(z) = AzP+i + A lZ P + i- 1 + ■ ■ ■ A p+q , 

und daher, wenn p + q = r gesetzt wird, 

, . _ Az r + A 1 z r ~ 1 + ...A r 
^ ~ zi + B lZ i- 1 + ...B q ' 

Ist r > 5, so heisst f(z) unecht gebrochen, 
ist r < q, so heisst / (z) echt gebrochen, 

für die letztere ist /(oo) = 0. 

Man kann durch Subtraktion einer ganzen rationalen Funktion von f(z) 
stets bewirken, dass der Rest eine echt gebrochene Funktion ist. 

Es sei nämlich für z = oo die Entwicklung 



f(z) = c v z v + c v _\z v l -\ C\Z + c 



z z 2 



setzt man dann 

ip(z) = f(z) - (c v z v + c v -\z v ~ l -\ h C\Z + c ), 

so muss 

a M z^ + a ß _iz^~ l -\ Vaiz + aQ 

wlz) = i 

sein, wo fi < q ist, da ip (oo) = ist. Es ist sodann 

/(z) = c v z v + c^-i^^ -1 H c\z + co 

a^z^ + a^.^ -1 H + ai z + a 
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Die Koeffizienten c Vl c v _\ ... ;a^,aQ können aus der Vergleichung beider 
Formen von f(z) berechnet werden. 

Aus der Definition der rationalen Funktion geht hervor, dass Summen, 
Produkte und Quotienten einer endlichen Anzahl von rationalen Funktionen 
ebenfalls rationale Funktionen sind. 

12. Es sei f(z) eine echt gebrochene rationale Funktion, welche also für 
z = oo den Wert Null annimmt und welche in den Punkten 

z = oi, ci2 ■ ■ ■ a m 

von den Ordnungen 

ni,7i2 ■ ■ -nm 
unendlich wird. Dann wird in der Umgebung des Punktes ai 



/(*) = 


M« Mp> , <, 


(^-oi) n i (z- ai ) n i- 1 (z-ai) 




+M^+M^ +1 (z-a) + ... 


oder wenn 




ip(z,ai) 


M U M« <>_, 


(^-ai) n i (z-ai) n ^- 1 (z -oi) 


gesetzt wird 





/(*) = ^(z, oi) + M$ + Mj^z - oi) + • • • 

d. h. 

[f(z)-^(z, ai )] z=ai = M^ 

ist endlich. Es kann wohl M^ = sein, was unwesentlich ist. 

ip(zi, ai) ist eine rationale Funktion von z, welche nur für z = a\ unend- 
lich wird, für jeden anderen Wert von z einen endlichen Wert besitzt und für 
z = oo null wird, da ip (oo, ai) = ist. 

Betrachten wir nun 

v( z ) = f( z ) ~ [<f>(z, °l) + <K*, a 2) H <f>(z, o m )], 

wo ip(z, a/j) aus ip(z,ai) erhalten wird, wenn o/j, n^, MW an Stelle von oi, 
Tii, M' ' gesetzt wird. 
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Wie ohne weiteres ersichtlich, wird (p(z) für 

z = ai, 02 • • • , a m 

nicht mehr unendlich, für jeden andern Wert von z wird aber f(z), sowohl 
als jedes ^(z, a/J, also auch (p(z) einen endlichen Wert haben, und da (p(z) 
eine rationale Funktion ist, denn f(z) und ^>(z, a/J sind solche, so ist <f(z) 
eine ganze rationale Funktion, mithin 

(f(z) = cqz v + c\s v ~ -\ C V -\Z + c v \ 

nun ist aber 

<,p(oo) = /(oo) - [^(00,01) +^(00,02) h ^(00, o m )] = 0, 

es muss also 

co = 0, ci = 0, • • ■ Cj,_i = 0, Cj, = 

sein oder 

¥>(*) = 0, 
und daher 

f(z) = ip(z,ai) + tp(z, a 2 ) h ^>(z, o m ), 



(z- ai ) n i (z-ai) n i~ l z-ai 



(2 - o 2 ) n 2 ( 2 - a 2 ) n 2-l 2-o 2 



Mt ] M\ m) mW ! 



(2 - a m ) nm (z - a m ) nm ~ l 



z — a r 



sein, in welcher Form f(z) in Partialbrüche zerlegt erscheint, d. h. in Brüche, 
deren Zähler eine Konstante und deren Nenner eine lineare Funktion von z 
ist, oder eine ganze Potenz einer solchen Funktion. 

13. Ist f(z) in der Umgebung des Punktes b eine eindeutige Funktion von 
z, welche für z = b nicht unendlich wird, also 

f(z) = B + B 1 (z-b) + B 2 (z-b) 2 + --- , 
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so wird 

f'(z) = B 1 + 2B 2 (z -&) + ••■ 

d. h. /'(#) ist in der Umgebung von b auch eine eindeutige Funktion und 
wird für z = b auch nicht unendlich. Ist aber f(z) für z = b unendlich von 
der n ten Ordnung, also 



so ist 



f'(z 



-nA -(n-l)Ai 



(z - b) n+l (z - b) 1 

A-n—l 



(z-b) 



2 



A n+l + 2A n+2 (z - b) 



eine eindeutige Funktion, welche für z = b unendlich von der [n + l) ten 
Ordnung ist. 

Es kann also f'{z) nur unendlich werden, wenn f(z) unendlich wird. Da- 
her sind die Differentialquotienten einer rationalen Funktion wieder rationale 
Funktionen. 

Setzen wir 

{z-b) n f(z) = <p(z), 

so wird (f(b) = A und (p(z) also in nächster Umgebung von z — b nicht 
verschwinden. Denken wir uns nun um b einen kleinen Kreis Ä geschlagen, 
innerhalb dessen f(z), also auch <f(z) nicht null wird, und betrachten wir das 
JßGÜog f(z) in dem Sinne genommen, dass der Punkt b bei dem Durchlaufen 
der Peripherie links liegen bleibt. Da 

log f(z) = —n log(z — b) + log <p(z) 

ist, so folgt: 

f f'(z) f dz f ip'(z) 

dlogf(z)= / LSJ. = - n l -+ / ^-dz 

f'(z) 
Es ist yr4 in der Umgebung von b so lange eindeutig, als es f(z) ist. 

Nun ist 

<p'(z) 

' J dz = 0, 



Iß. <p(z 
:ht une 

den und <f'(z) nicht unendlich werden. 



denn - > Z J wird innerhalb & nicht unendlich, denn <f(z) kann nicht verschwin- 
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Um 

f dz 

J&z-b 

zu berechnen, setze man 

Z-b= QJV 

und halte g konstant. Dann ist 

dz 

idip, 



z-b 

es wird also 

dz r2w 



i dip = 2iri, 



und mithin 

Ldlogf(z) = —2niri. 
Jb 

Wird f(z) im Punkte z = a null von der m ten Ordnung, ist also 

Iz^är = v{z) 

und (p(a) = A von Null verschieden, so ist 

/'(*) a f dz , f v'Mdz 

ip(z) 

oder wie früher 



[dlogf(z)= ( Tf\dz = mf ^^+ [ 
J^ ia f{z) JaZ-a Ja 

Idlogf(z) = 2ni7ri. 



' a 

Für den Punkt z = oo bleiben die Integralwerte gerade so, wie für z = b 
oder z = a erhalten. 

Ist 

f(z) 

— — = ip(z) und <p(oo) = Q 
z n 

von Null und Unendlich verschieden, d. h. wird f(z) für z = oo unendlich 

von der n ten Ordnung, so ist 

log f(z) = +n log z + log cp(z) 

und daher 

dlogf{z)= f± + f ^l dz . 

J56 Z Joo (p(z) 

Nun soll tp(z) für sehr grosse Werte von z von Null verschieden sein, also ist 

oo V{Z) 
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Setzen wir nun z = Re 1 ^, wo R sehr gross ist, so wird 



dz 

z 



id<p. 



Also 



L 




d\ogf(z) = ni I dip. 
'oo "'00 

Wenn wir aber (Fig. 15) längs des Kreises 21 mit 

dem Radius R von bis 2-k integriren, so haben wir 

einen Integrationsweg gewählt, bei welchem der Punkt 

z = oo rechts liegt. Wir müssen also von 2-k bis integriren, damit der Punkt 

z = oo links liegt und daher ist 



Fig. 15. 



dlogf(z) 



in 







2tt 



dtp 



-2niri. 



Ebenso wird, wenn für grosse Werte von \z\ z m f(z) = if)(z) ist, so dass 
tp(oo) = A von Null und Unendlich verschieden ist, f(z) also für z = oo von 
der m ten Ordnung null ist, 



dlogf(z) = 2m7ri. 



Fasst man das Unendlichwerden von f(z) als ein Nullwerden mit negativem 
Exponenten auf, so sagen die beiden Gleichungen aus, dass J dlogf(z) um 
einen Punkt herum genommen, in welchem f(z) null von der n ten Ordnung 
ist, gleich 2rmi ist. [Wird f(z) in dem Punkte von der n ten Ordnung unend- 
lich, so hat man nur —n an Stelle von n zu setzen.] 

Es werde nun die innerhalb 21 (Fig. 16) eindeutige 
Funktion f(z) in den Punkten ^^\ ~~^\ 91 

~ - ai,a2,. ■ .ü/j ■' "-> > b ' 

null von den Ordnungen 

7711,7712,. • -m^ 

und in den Punkten 




6l,&2 ■• -bi 



Fig. 16. 



unendlich von den Ordnungen m, n<i, ■ ■ ■ n v , wo m\ . . . m,ß, n\ . . . n v positive 
ganze Zahlen bedeuten, wobei yU und v endliche Zahlen sein müssen, und 
betrachten wir 

f dlogf(z)= [ £@ 



dz 
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Einleitung. 



in der Richtung des Pfeiles genommen, so dass also die Unstetigkeitspunkte 
links liegen. Diese sind die Punkte, für welche f(z) = oder = oo wird, d. h. 
die Punkte 

01,02, . • • ü/j,; bi,b2,...b u 

und mithin ist nach S. 22, da 

dlogf(z) f'(z) 



dz 



f(z) 



innerhalb 2t eindeutig ist: 

f dlogf(z) = J2 Ldlogf(z) + J2 Ldlogf(z) 



x=l 



Nun ist 



dlogf{z) = 2m h 7ri 



"i, 



d\ogf(z) = —2n x iri, 



daher 



1 f M 

— / dlogf(z) = J2 



m h + Yl n * 
h=l x=l 

Nehmen wir beispielsweise eine rationale Funktion R(z), welche für z = zq 
einen endlichen von Null verschiedenen Wert hat und nehmen als 2t einen 
Kreis um zq an (Fig. 17), der keinen Punkt einschliesst, 

für den R(z) = ^00 wäre, dann ist 

— J dlogf(z) = J2 mh-^nx 



h=l 



x=l 




Fig. 17. 



das Integral in der Richtung des Pfeiles genommen, da 
alle Null- und Unendlichkeitspunkte von R(z) ausserhalb 
2t liegen, also links vom Integrationswege. Nun ist aber 

/ dlogR(z) = - dlogR(z) = 0, 

da das zweite Integral so zu erstrecken ist, dass der Punkt zq links liegen 
bleibt, daher ist 



J2 m h~Yl 



n , 



0, 
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oder die rationale Funktion wird eben so oft null als unendlich. Hierbei zählt 
ein n-facher Null- oder Unendlichkeitspunkt als n einfache Null- oder Unend- 
lichkeitspunkte. 
Ist 

R(z) = a n z n + a n -\z n ~ l -\ \- a 

eine ganze rationale Funktion, welche also nur für z = oo von der n ten Ord- 
nung unendlich wird, und setzen wir voraus, dass sie in jedem der Punkte 
z\, Z2, ■ ■ ■ z m blos von der ersten Ordnung verschwindet, so muss 



m 

n 



Ei 

sein, oder 

m = n, 

d. h. R(z) = liefert genau n Werte z\, Z2, ■ ■ ■ z n , welche diese Gleichung 
befriedigen oder eine algebraische Gleichung n ten Grades hat n Wurzeln. Es 
ist dann 

R(z) = a n (z - z\)(z - z 2 ) ■ ■ ■ (z - zn), 

denn 

a n (z - Z\)[Z - Z2) ■ ■ ■ {z - z n ) 

wird für keinen endlichen Wert von z unendlich, da für z = z v R(z) = 
[z — z v )ip{z) ist und ip{z v ) = A v von Null verschieden ist, also ist 



a n {z v - Z\) ■ ■ ■ {z v - z v _i){z v + z v+ i) •••{z v - Zn) 

endlich. Für z = oo ist aber 93(00) = 1, also ist überhaupt <f(z) = 1, was 
obige Behauptung erweist. 

Würde z\ = Z2 = ■ ■ ■ = Zß werden, so würde in der Umgebung von z\ 

R{z) = {z- Z1 )^{A + A 1 {z-z 1 ) + ---) 

sein, d. h. R(z) würde ytx-mal verschwinden und z\ heisst dann eine ytx-fache 
Wurzel von R{z). Es tritt dann in R(z) der Faktor (z — z\) yU-mal auf. 

Sagt man also, eine Gleichung n ten Grades hat n Wurzeln, so ist jede 
/x-fache Wurzel als \x einfache Wurzeln zu zählen. 
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14. Wir untersuchen nun noch J f(z)dz um einen Unstetigkeitspunkt von 
f(z) herum genommen. Ist b ein Unendlichkeitspunkt n ter Ordnung, so ist 

Nun ist 

f dz 

sobald v von +1 verschieden ist. Denn setzt man 







z-b = ge l V 






dz = ige 1 ^ dip, 


so ist 


Jv 


= i Q l ' v / eW-^dtp = Q 

JO ' \-v 



y{\-v)2* _ !] = 

für alle positiven oder negativen ganzen Zahlen v mit Ausnahme v = 1. 

Hingegen ist 

r dz f 2n 

J\ = L = i I dip = 2m. 

JbZ-b J 

Also ist 

f(z)iz = A "Iilßw ! + - 

+A L^^7 + A Ldz + Bi L(z-b)dz+--- = 2niA, 
JbZ-b J b J b 

da alle übrigen Integrale verschwinden. Man nennt A oder den Koeffizienten 
von (z — b)~ in der Entwicklung der eindeutigen Funktion f(z) in der Um- 
gebung des Punktes b das logarithmische Residuum des Punktes b und zwar 
deshalb, weil in 

1 A 



f(z) dz = C- J^ 1 " + • • • + Alog(z -b) + A z + --- , 

wo C die Integrationskonstante bedeutet, A der Koeffizient des logarithmi- 
schen Gliedes ist, welches in der Entwicklung des Integrals auftritt. 

Da nun der Logarithmus, wie wir gleich sehen werden, in der Umgebung 
eines Punktes, für welchen das Argument verschwindet oder unendlich wird, 
nicht eindeutig ist, so verdankt f f(z)dz in der Umgebung des Punktes b seine 
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Vieldeutigkeit nur dem logarithmischen Gliede. Fehlt dieses Glied, d. h. ist 
A = 0, dann wird 

ff(z) dz = 
Jb 

und das Integral ist dann auch in der Umgebung eines Unstetigkeitspunktes 

eine undeutige Funktion. 

Ist b der unendlich ferne Punkt, so ist 

<•/ \ n B B\ 
f(z) = a n z + a n _iz -\ ho H h -s- H 

Es ist aber 

J v = \ z v dz = 0, i/ nicht = — 1, 
./oo 
denn setzt man 

dz = Rie itfi dcp, 
so ist*) 

/>27T R^+l 

J v = -iRV+ l e ^ +1 ^ dcp = \e^ +1 ^-l} 9 =0, 

y ^ i/ + 1 L J ^= 2 ^ 

sobald v nicht gleich —1 ist. Es ist aber 

f dz f° 

i5o z J2ir 



und daher 



/ f(z)dz = -2iriB, 



wo B wieder Koeffizient des Gliedes - ist. 

Bezeichnet man das logarithmische Residuum des Punktes b oder den 
Koeffizienten von [z — b) in der Entwicklung von f(z) nach Potenzen von 
z — b mit 

[f(z)] {z _ b) -i, 

so kann man 



f{z)dz = 2m[f{z)\, z _ h) -i 

b 
und 

ff(z)dz = -2m[f(z)] z -i 

J oo 

setzen. 



*) Da J~ z u dz so zu nehmen ist, dass der Punkt z = oo links liegt, also ip sich von 2ir 
bis ändert. 
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Einleitung. 



Ist nun f(z) innerhalb 21 (Fig. 18) eindeutig und 
nur in den Punkten &i, &2> ■ ■ ■ b v unendlich, so ist, 
wenn innerhalb 21 der Punkt z = oo nicht liegt 



J* V J bh 



z) dz, 




also 



21 



f(z)dz = 2mJ2lf(z)] 



(z-b h ) 



-i- 



Ist aber 21 derartig beschaffen, dass der Punkt z = oo 
darin liegt, wie z. B. in der Fläche, die ß. aussch- 
liesst, welche also links liegt, wenn & (Fig. 19) in 
der Richtung des Pfeiles durchlaufen wird, und lie- 
gen b\ , 62, . . . b v auch links, so ist 

f f(z) dz = Y J L f(z) dz+ f f(z) dz 

= 2mJ2[f(z)] {z _ bh) -i-2m[f(z)] 1 
h 



-1. 



Fig. 18. 




Fig. 19. 



Ist beispielsweise R(z) eine rationale Funktion, welche für z = zq endlich 
ist und Ä ein den Punkt zq so umgebender Kreis, dass innerhalb desselben 
keiner der Unendlichkeitspunkte von R(z) liegt, so ist 



/ R(z) dz = 0, 

Ja 



also 



[ä(4 



E ^(^)] 



(z-b h ) 



-1. 



Hieraus kann ebenfalls die Partialbruchzerlegung der rationalen Funktion 
abgeleitet werden.*) 



*) Man braucht, wenn R(z) die vorgelegte rationale Funktion ist, den eben bewiesenen 
Satz auf — ^ anzuwenden, wo x irgend ein Wert von z ist, für den R(z) endlich und von 
Null verschieden ist. Nehmen wir der Einfachheit halber R(oo) = 0, also die Funktion als 
echt gebrochen an, so wird, wenn R(z) = 00 ist, für z = b\, 62, ■ ■ ■ b m von den Ordnungen 



ni,n 2 , 



R(z) 



— genau für dieselben Werte unendlich und noch für z = x, also ist 



R(z) 



(z-x)- 1 i=1 



R(z) 



0, 



(2-bi)" 1 



oder da 



R{z) 



-R(x) 



(z-x)-i 
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15. Ich untersuche nun das Verhalten von 

" z dz 



w 



1 



z 



log z. 



Das Integral ist in der Umgebung eines jeden von und oo verschiedenen 
Punktes eindeutig. Ist aber z in die Nähe von gerückt, so ist, da 



£<fe 

Jo z 



Im 



sich ergiebt, w nicht mehr eindeutig. Es ändert sich das Integral beim Um- 
kreisen des Punktes um 2ni, wenn das Umkreisen derart stattfindet, dass 
der Punkt links liegen bleibt, und um — 27ri, wenn der Punkt rechts liegen 
bleibt. 

Es ist ferner 

f dz 

•/oo z 
es ändert also w seinen Wert um —2m\ wenn der Punkt z den Punkt oo 
so umkreist, dass dieser links liegen bleibt. Ist also w\ der Wert von w für 
z = z\, so ist w = w\ + 2rmri der Wert von w, welchen es überhaupt für 
z = z\ annehmen kann, wenn m eine beliebige ganze + oder — Zahl bedeutet, 
die davon abhängt, wie oft man mit z den Punkt oder oo umkreist, bevor 
man in z\ anlangt. Denn dass der Unterschied der Werte überhaupt nur 
eine Konstante sein kann, ersieht man daraus, dass ^ = \ eine eindeutige 
Funktion ist. 

w ist also eine unendlich vieldeutige Funktion von z und zwar kann 

w = log z 

für reelle Werte von z reell genommen werden, sobald z die reelle Achse von 



ist, 



R(x) = J2 



»=i L 



R(z) 



(3-fc)- 1 



Nun ist für die Umgebung von bi 



R(z) 



A\ 



(i) 



l(') 



|« 



und 



also 



{z-b t y 
i 



(z-bi)' 



B + B 1 (z-b i ) + 



{z-biY 



b (x- bif 



{x - b t y 



R(z) 



X — z 



I« 



A. 



(i) 



A (i) 



(2-M- 1 



und daher 



R(x) = J2 



A 



(») 



{x-bif 



i (') 



(x 



i(<) 



(x 



(x - b t ) n > 



was mit der in 12 S. 30 erhaltenen Formel übereinstimmt. 
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z = 1 bis z = x durchläuft, also*) 



w = 
1 



X 

dz 

— = log x 



wird, so ist w reell. Wir ersehen aber, dass der logx noch unendlich viele 
komplexe Werte besitzt, welche in log x + 2mni enthalten sind. Nun ist auch 
z = f(w) eine Funktion der komplexen Grösse w = u + iv und zwar ist 



e w . 



Wir sehen also, dass z eine eindeutige Funktion von w ist, denn z besitzt 
die Periode 2iri, da e = 1 ist, so wird 



_ w+2rmri _ w 

Die eindeutige Funktion e w wird für keinen endlichen Wert von y null 
oder unendlich, für w = oo wird sie aber in einer ganz eigenthümlichen Art 
unendlich gross. Man kann keine endliche ganze Zahl finden derart, dass 

— e w 
w n 

einen endlichen Wert erlangt. Man nennt einen Punkt von der Beschaffenheit, 
wie der Punkt w = oo für e w ist, einen wesentlich singulären Punkt der 
Funktion e w . 

Es lässt sich leicht zeigen, dass e w in der Umgebung des wesentlich sin- 
gulären Punktes jeden Wert unendlich oft annimmt. Um die Umgebung bes- 

ser zu übersehen, betrachten wir e», für welche Funktion w = der wesent- 
lich singulare Punkt ist. Es sei 

A = e a e iß 

der beliebig gegebene Wert, wo also ot und ß reelle Grössen sind. Setzen wir 
w = g(cos <f + i sin ip) , so muss 



e ^ e ^ = e e e 



") Unter J[ f(z) dz soll das Integral auf dem gradlinigen Wege von zq nach z verstanden 



werden. 
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sein, also 



d. h. 



COS Lp 

a = 

Q 

sin lo 
2nir - ß = -, 

Q 



In-K - ß 
tg(p = 



o 



Q 



2 



a 2 + (2nvr - ß) 



T 



Aus diesen Gleichungen bestimmen sich also cp und g, sobald a und ß 
gegeben sind. Da aber in beiden die willkürliche Zahl n enthalten ist, so 
ersieht man, dass g und ip, also auch w unendlich viele Werte annehmen 

können, für welche immer ew = A wird. 

Hierbei wird, wenn n sehr gross ist, g unendlich klein, also w in der 
Umgebung von sich befinden. 

So wird für 

a = — oo, g = 0, ip = TT, A = 0, 

d. h. nähert man sich dem Punkte w = von der Seite der negativen reellen 

Zahlen, so wird ew = 0. Ist aber a = +oo, so ist g = 0, (p = 0, e» = oo, d. h. 
nähert man sich dem Punkte w = von der Seite der + reellen Zahlen, so 

ist ew = oo. Nähert man sich dem Punkte w = von der Seite der positiven 
rein imaginären Zahlen, ist also ip = ^, so ist 

1 

tg</? = oo, et = 0, g 

1 
'ß- 



2mr- ß 
Setzt man n = 0, so ist £> = — 70. Es wird also für £> = 



ew = A = e 1 ^ = cos /? + i sin /3 = cos i sin - 

g g 



vollständig unbestimmt. 
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16. Ist 



w = R(z)dz 

und R(z) eine rationale Funktion von z, so wird w, als Funktion der oberen 
Grenze z aufgefasst, in der Umgebung eines jeden Punktes, für den R(z) 
endlich ist, eine eindeutige Funktion von z sein. 
Wird aber R(z) für z = b unendlich, so dass 



R(z) 

ist, so wird 

w = C- 



A n , Ai-1 M . M 



(z-b) n ( z -b) n ~ l ' (z-b) 2 . 

+B Q + B 1 (z-b) 



A n 1 A n _i A 



n-1 r, _ o ( v _ h\n-2 



n-l(z- b) n ~ l n-2(z-b) 

+A X \g{z - b) + B (z -b) + ±B!(z - bf + • • • 

wo C eine endliche Konstante bedeutet. 

Umkreist nun z ohne aus der Umgebung von b herauszutreten den 
Punkt b, so wird sich der \og(z — b) um 2iti ändern, also w um 2-niA\ und w 
kann daher nur eindeutig sein, wenn A\ = ist. 

Wird die rationale Funktion R(z) unendlich für b\, b2,---b m , aber so, 
dass jeder Koeffizient A^ von (z — b^) in der Entwicklung von R(z) nach 
Potenzen von (z — b^) verschwindet und für den Punkt z = oo in der Entwick- 
lung der Koeffizient von z daher null ist (Satz 14, S. 37), dann wird w für 
alle Werte von z eine eindeutige Funktion sein, die in den Punkten b\ . . . b m , 
oo, nur von einer endlichen ganzzahligen Ordnung unendlich wird, und 
muss daher auch für eine endliche Anzahl von Werten verschwinden, d. h. 
sie ist eine rationale Funktion von z. 



I. Theil 



Doppeltperiodische Funktionen. 



I. Doppeltperiodische Funktionen im Allgemeinen. 

1. Die allgemeine eindeutige doppeltperiodische Funktion F(u) genügt den 
beiden Gleichungen 

F(u + Q) = F{u) 
F(u + n') = F(u), 

d. h. der Wert der Funktion bleibt ungeändert, wenn man zu dem Argumen- 
te u die konstante Grösse Q oder Q 1 addirt. f2, Q! heissen die Perioden. Es 
ist ohne weiteres klar, dass auch 

F(u + mQ + m'Q') = F(u) 

sein wird, wenn m und m! beliebige ganze positive oder negative Zahlen be- 
deuten, denn da sich F(u) nicht ändert bei Addition von Q oder Q 1 zum 
Argument, so kann es sich bei Subtraktion dieser Grössen vom Argumente 
auch nicht ändern und ebensowenig bei wiederholter Addition oder Subtrak- 
tion. 

Es besitzt also F(u) nicht blos zwei Perioden, sondern unendlich viele, 
aber alle übrigen Perioden sind ganzzahlige Vielfache der beiden ersten Pe- 
rioden Q und fl' . 

Die Perioden, aus denen sich alle übrigen als ganzzahlige Vielfache ablei- 
ten lassen, heissen "primitive Perioden. 

Q, Q' sind primitive Perioden. Es giebt aber auch unendlich viele primi- 
tive Perioden. 

Denn setzt man 

mü + m! Q' = us 

liQ + fj/Ü f = J 

und bestimmt /j,, fi' so, dass, wenn m, m' keinen gemeinschaftlichen Faktor 
haben, 

mfi — m fi = 1 

ist, so folgt 

Q = fi' uü — m'oü' 
-flu) + rnuj' , 



Q'- — •' 



d. h. Q, Q 1 sind ganzzahlige Vielfache von u>, ui' und daher lassen sich alle 
Perioden, die ganzzahlige Vielfache von Q, Q' sind, auch als ganzzahlige 
Vielfache von u>, ui' darstellen oder u>, ui' sind primitive Perioden. 
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2. Damit eine doppeltperiodische Funktion möglich ist, welche die Peri- 
oden Ü, Q' besitzt, darf der Quotient Hr nicht reell sein. Denn wäre erstens 
7p- = ?r, wo rn und n ganze rationale Zahlen ohne gemeinschaftlichen Theiler 
sind, so bestimme man zwei ganze Zahlen \x und v so, dass 

rav + nß = 1 

ist und setze 

vQ + iiQ' = 5 

nü — mQ' = 0, 
dann ist 5 eine Periode und es folgt 

Q = mö 
Q' = nS, 

d. h. Q und Q' sind ganzzahlige Vielfache der einen Periode ö, es ist also die 
Funktion, welche die Perioden ß, Q' besitzt, nur einfach periodisch und hat 
die Periode 5. 

Wäre zweitens jy irrational, so kann man einen Kettenbruch bilden, 

der diesen Quotienten mit beliebiger Annäherung darstellt. Ist jf 1 - der n 

Näherungswert, so wird 

Q Z n e 



n< N n ±_ iv2 



und e < 1 sein, oder 



N n H- Z n Q' 



eO' 



N; 



II 



ist auch eine Periode. Da aber N n über alle Grenzen wächst, so wird die 
Periode N n Q = Z n Q ! unendlich klein, d. h. die Funktion bleibt unverändert, 
wenn man das Argument um unendlich wenig ändert, solche Funktionen wol- 
len wir aber ausschliessen. Ist die Funktion eine Funktion des komplexen Ar- 
guments u = x + iy, so muss sie eine Konstante sein, da sie durch Änderung 
des Argumentes nicht blos in der Richtung von ß, die mit der von Q' zusam- 
menfällt, konstant bleibt, sondern zufolge der Grundeigenschaft der komple- 
xen Funktion bei der Änderung in jeder Richtung konstant bleiben muss.*) 



*) Es lässt sich auch zeigen, worauf hier nicht eingegangen werden soll, dass eine eindeu- 
tige Funktion einer Variablen mit mehr als zwei von einander unabhängigen Perioden nicht 
existiren kann. Vergl. Königsberger, »Theorie der ellipt. Funktionen.« I. Theil. S. 363. 
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I. Doppeltperiodische Funktionen im Allgemeinen. 



3. Es ist also nur möglich, dass jjj = a + iß 
ist und ß von Null verschieden, d. h. dass die 
Strecken OQ und OQ' , (Fig. 20), verschiedene 
Richtungen haben, es also stets möglich ist ein 
Parallelogramm zu bilden, dessen Seiten Q und 
Q' sind. Dieses Parallelogramm heisse Perioden- 
parallelogramm. 

Setzt man an das erste Periodenparallelo- 
gramm an jede Seite ein zweites, an diese erhal- 
tenen wieder andere, so erhält man die ganze 
Ebene auf diese Art lückenlos mit solchen Par- 
allelogrammen überdeckt. 

Ist v ein beliebiger Punkt der Ebene, so kann man 



Q+Q' 




Fig. 20. 



//->/ 



v=mQ + m'Q' + £ß + f Q 
setzen, wo m und m' ganze Zahlen bedeuten und 

o S ZS i; o ^ £' S i 

ist, da v notwendig in einem der konstruirten Parallelogramme liegt. Dann 
ist aber 

F(v) = f(mÜ + m'Q' + £ß + f 'ß') 
= F{iQ + i'Q') = F{u) 1 

wenn u = £,Q + £,' Q' gesetzt wird. 

Der Punkt u liegt aber zu Folge der Bedingung 

o^e^i; o S £' ^ i 

in dem Periodenparallelogramm, welches an den Anfangspunkt angelegt ist, 
und man ersieht aus obiger Gleichung, dass die doppeltperiodische Funktion 
F(u) im ersten Periodenparallelogramm schon alle Werte annimmt, die sie 
überhaupt annehmen kann. 

Es ist irrelevant, das Periodenparallelogramm geradlinig anzunehmen. 
Denken wir uns von nach Q und nach Q' (Fig. 20) irgend eine sich 
nicht überschneidende Kurve 0tf2 und OsQ' gezogen, und die parallelen Sei- 
ten hinzu Q't' O, + O,' und Qs' Q + Q' konstruirt, so dass dieselben durch 
Verschiebung um Q' resp. Q aus den ersteren hervorgehen, so wird ein sol- 
ches Parallelogramm ebenso dazu geeignet sein die ganze Ebene durch seine 
kongruenten Reproduktionen lückenlos zu überdecken; und innerhalb eines 
derselben nimmt die doppeltperiodische Funktion F(u) alle ihre Werte be- 
reits an. 
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4. Bevor wir dazu übergehen, die fundamentalen Eigenschaften der dop- 
peltperiodischen Funktionen zu entwickeln, wollen wir spezielle doppeltpe- 
riodische Funktionen aufstellen, damit an der Existenz der Funktionen kein 
Zweifel obwaltet. 

Gesetzt wir hätten eine eindeutige einfach periodische Funktion mit der 
Periode ui gefunden, welche den beiden Gleichungen genügt: 



f(u + u>) = f(u) 



und wir bilden die Funktion 

F(u) 



/(«) 



von der wir nachweisen können, dass sie keine Konstante ist, dann wird 

F(u + uü) = F(u) 
F(u + lü') = -F(u), 

also 

F(u + 2lü') = F(u), 

d. h. F(u) wird eine doppeltperiodische Funktion mit den Perioden u>, 2u/ 
sein. Solche Funktionen f(u), wie wir sie forderten, können wir aber in der 
That leicht aufstellen. Es sind das die Thetafunktionen, zu denen wir daher 
übergehen wollen. 



II. Theorie der Thetafunktionen. 



5. Ist 

+00 

n=—oo 

eine konvergente Reihe, so stellt sie eine eindeutige, einfach periodische Funk- 
tion dar. 

Denn es ist 

f(u + u) = /(«), 

da 

e 2n^ni = e 2n%iri e 2mri = ^n^i 

ist. Damit die Reihe konvergirt, ist notwendig und hinreichend, dass die bei- 
den Reihen 



x 






e 2n£7r» 



und 



-1 






A + J2 A n e 2n ü™ = A + J2 A - 

n=—oo n=l 

unbedingt konvergiren. Die Reihen konvergiren jedenfalls gleichmässig und 
unbedingt, wenn*) 



lim 



.4 



n+1 2^7ri 
— — e w 



< 1 



(A) 



resp. 



lim 



A 



A- 



-n+l e -2%ni 



< 1. 



Wir legen nun /(w) die zweite Bedingung auf, dass 
wird, und setzen u der Bedingung (A) gemäss gewählt voraus. Es ist 



/(uW) = J2 A 



p 2nfm+2n^-iti 



*) Vergl. Harnack: Elemente der Differential- und Integralrechnung. Leipzig 1881. 
S. 129 ff. 
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und 

+00 . 

e -(2uW)ö /(u) = £ ^ e 2(-l)^-^-. 
n=— 00 
Setzt man in der ersten Reihe n — 1 an Stelle von n, wodurch die Sum- 
mationsgrenzen ungeändert bleiben, so muss 

+ OO t + OO , 

n=—oo n=—oo 



sein, daher 

oder 
mithin 



* > 



iri 



A n _ ie ^-^ = A n e~^ 
A n = A n _ ie ^-^\ 
A n _ x =A n _ 2 e^)U 

A n-2 - A n-3 eV ' w 

A 2 =A 1 e 3 ^ 7Ti 
A 1 =A ei 7:i . 

Multiplizirt man die Gleichungen mit einander, so fällt rechts und links 
das Produkt 

A n -\A n -2 ■ ■ -A 2 Ai 
aus, und es folgv) 



An = 4, e (l+3+-+2n-3+2n-l)S = A ^^i ^ 



folglich 



00 , 

2u/ 



f(u) = A J2 e 

n=—c 
+00 

-4> E 



™ zs t™ . e 2 "S« 



n=—oo 

+00 

e 



(nV+2nu)£ 



*) Setzt man e 2 " 7 ™ = x, so ist der angewandte Satz ein bekannter Satz über Potenzrei- 
hen. 

r ) Setzt man 1 + 3 + 5 + h 2n - 1 = s, so ist n(2n +1) = 1 + 2 + 3+ \- 2n = 

s + 2(1 + 2 + • • • + n) = s + n(n + 1), daher s = n 2 . 
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IL Theorie der Thetafunktionen. 



Wie man sich leicht überzeugt, besitzt auch /(«) die beiden verlangten 
Eigenschaften. Wir wollen die Bedingung für die Konvergenz der Reihe auf- 
stellen. 

Zu dem Zwecke betrachten wir zuerst die Halbreihe 



71=1 



(n z uj'+2nu)'- 



und wenden das Kriterium (A) an, dass die Reihe 







oo 

E 


V n 




n=\ 


konvergirt, wenn 






lim 


V n +1 
Vn 


< 1 
n=oo 


ist. Nun ist 


V n+l _ [(2n+l)w'+2u] 

V n 


Setzen wir 









— = a + iß, — = t, + w?, 

so wissen wir, dass ß nicht null sein darf, damit wir ui und ui' zu Perioden 
einer doppeltperiodischen Funktion wählen können. Es wird dann 

v n+l _ (2n+l)(a+iß)Tri+2(£+in)Tri 

V n 

= e -(2n+l)ßTT-2nT: _ e [(2n+l)a+2^TTi 



daher 



v n +l 



-(2n+l)ßTr-2nTT 



Die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, dass 

v n +i 



lim 



< 1 



ist, ist daher 

Ist ß positiv, so wird 



ß>0. 



lim 
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und die Reihe 

oo 

,2, ,/ _i_ o„„,\ TT« 



E- 



,(nW+2nu)- 

1 
konvergirt für alle endlichen Werte von u. 



Die zweite Halbreihe 




-1 

,2, ,/ , n„„,\7ri v — -v /„2, ,/ 



— oo — oo 

transformiren wir durch die Substitution n = —m in 

oo 

.2, ,/ 



1+ ^glmV-H^ 



771= 1 

wodurch die Summe dieselbe ist, wie die frühere, nur — -u statt u gesetzt. Da 
aber die frühere Reihe, sobald ß > ist, für jedes endliche u konvergirt, so 
konvergirt sie auch für —u, d. h. die letzte Reihe konvergirt unter derselben 
Bedingung. Wir haben also: 
Die Reihe 

+oo 

,(»V+2n«)H 



£ 



n=— oo 

konvergirt unbedingt und gleichmässig für alle endlichen u, sobald der Koef- 



fizient von % in ^- positiv ist. 

Wir setzen 

+oo 

^3(«) = J2 e^' +2nu ^ (B) 

n=— oo 

so ersehen wir, dass $3(14) eine eindeutige, für jedes endliche u endliche Funk- 
tion ist, welche die Eigenschaft besitzt, dass 

•&${u + U>) = t?3(«) 

$ 3 (u + J) = 'ß 3 (u)e-( 2u+LJ '^ 

ist. Diese Eigenschaften bestimmen, wie wir sehen werden, die Funktion $3(w) 
bis auf einen konstanten Faktor, indem die allgemeinste Funktion f(u), wel- 
che diese Eigenschaften besitzt, sich gleich 

4)03 («) = /(«) 

ergiebt. 
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6. Wir wollen aus der Funktion $3(11) durch Hinzufügen von halben Perioden 
noch drei andere Funktionen ableiten. Und zwar setzen wir 

+00 

nV+2n(u-£w)]^ 



o (u) = 03(« - 2") = J2 el 

n=—oo 
+00 
\ A /-i \n p (n u)'+2nu) 



# 2 (u) = e 1 2( 2u+1 2^-# 3 (u + W) 



2 
e *(2«+*u,)£ J2 



00 
i(2«+±w)£ y^ e (nV+nw'+2m«)£ 

n=— 00 
+00 

7l= — OO 
+ OO 



n 2 ü/+ncy+icy+(2n+l)w] 



J- e [( n+ l)V+2(n+£)«]£. 



^(u) = $ 2 (u - \uo) = e^-^y^ ■ $ 3 (u -\üü + \üü 



00 

[(n+ l)2 w / + 2( n+ l)(„_l w )]^ 



e 

n=— 00 



-00 



E 

=— o 
+00 
V (-l)-( n +2) e [( n +2)^ , + 2 (^+2)«]- 

-00 
+00 
V" (_i)» e [(n+^)V+2(n+^)«]i 



n=— 00 
., +00 



n=— 00 



Mit Rücksicht auf das Verhalten von i?3(w) gegenüber den Perioden cj 
und u/ erhält man zufolge der Definitionsgleichungen der ^-Funktion die 
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Gleichungen: 



■ds(u + u>) = 


Mu) 




i?3(m + u>') = 


tf 3 (w)e~ 


-(2«W)£ 


$0(11 + 0)) = 


Mu) 




$q(u + üj') = 


-'&o{u)e 


-(2«W) = 


$2(u + Ll>) = 


-Mu) 




'&2{ u + w ') = 


i3 2 (u)e' 


-(2«W)£ 


'&l(u + uj) = 


-Mu) 




'&l(u + J) = 


— #i(u)e" 


-(2«W)£ 



(I) 



Diese Gleichungen sind mit Hilfe der Reihenentwicklungen der ^-Funkti- 
onen leicht zu verificiren. Umgekehrt giebt jedes Paar von Gleichungen als 
Definitionsgleichungen der Funktion d die entsprechende Reihenentwicklung, 
wenn der konstante Faktor Aq = 1 gesetzt wird. 



7. Setzt man 



$(u,£,e') = y, e 



( n+ !)V+2(n+§) («+£«)]■ 



(1; 



so ist $(u, e, e') die allgemeine Thetafunktion, welche für spezielle Werte 
von e,e' in die vier obigen $ übergeht. e,e' heissen die Charakteristiken der 
■^-Funktion. 
Es ist 

0(u,O, O) = 3 («) 

tf(u,l, 0) = 'ß 2 (u) 

■&(u,0,-l) = Mu) 
0(u,l,-l) = 0l(u), 



(2) 



wie aus der Vergleichung der Reihen ohne weiteres folgt. 

Man überzeugt sich, wie bei $3(14), dass die Reihe für $(u, e, e') konvergirt, 
sobald nur der Koeffizient von i in ^- positiv ist. 

Es ist ferner 

$(u,e + 2,e')= #(u,e,e') 

ö{u,e,e? + 2) = (-l) £ tf(w, e,e'), 
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denn ändert man e um 2 und schreibt n — 1 an Stelle von n, wodurch die 
i?(w, s,s f ) nicht geändert wird, so ersieht man, dass die erste der Gleichungen 
richtig ist. Um die zweite zu verificiren beachte man, dass jeder Exponent 
von e in (1) um (2ir + e)7ri wächst und dass 

e (2n+e)ni _ (_]_)£ 

ist. Man kann also alle i?(u, e, e') mit ganzzahligen Charakteristiken auf 
die vier $ zurückführen mit den Charakteristiken (s,s f ) = (0,0), (0,-1), 
(1,0), (1,-1), welches genau unsere vier ^-Funktionen sind. Ersetzt man 
in $(u, £,£ r ) das u durch 

u + x 2 + x\i 

wo x und x' ganze Zahlen sein sollen, so wird der Exponent von e, abgesehen 
vom Faktor — , 

(n + |) 2 J + 2 (n + |) (u + x'f + x^ + e'$ 
= (n + e Aff J + 2 (n + ^) (w + ^w) 
- ^jV - x (u + £ ^fuj 

Daher ist 



_/ /, -X !t+^W+fw' 



(4) 



also 

= 'ß(u, e + x, e' + x') • e 

Hieraus folgt für x = 0, x' = 2 resp. x = 2, x' = 0, 

'ß(u + co ,£,e') = (-l) £ tf(u,e,e') 

ö{u + u', e, e') = (-l) £ V(w, e, e') ■ e -( 2u +^)£ , (II) 

woraus man für die speziellen Werte der Charakteristiken die vier Paar De- 
finitionsgleichungen (I) für die vier $- Funktionen erhält. 
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Es ist ferner 



iü 



#(-u,e,e>) = g e [K!) 2 -'+2(n + !)(- W+ ^)] 



Da aber 

2 (n + |) (-w + ^w j = -2 (n + |) U + ^uA + 2 (n + §) e', 
ist, so folgt 



also 

0(-u, e, e) = (-l) ee V(-w, e, e'), (5) 

da man in der Summe n durch — (n + s) ersetzen kann, sobald e, e' . . . oder 1 
sind, was blos die Ordnung der Summation ändert. 

Von unseren vier ^-Funktionen sind also drei gerade und nur eine unge- 
rade, denn es ist 

$ 3 (-u) = $3(11), tfo(-w) = $o(u) 
2 (-u)= t? 2 («), t?i(-«) = -0i (u). 



8. Die Formel 

•&(u,e + x, e' + x) 

= tf ( u + x '| + xf ,£, £ ') e K u+ ^ + H - (4) 



^-^'^^W^x^,,')^^'^ 

giebt uns die Verwandlungsformeln der vier -^-Funktionen ineinander, 
a) e = 0, e' = 0: 

■d{u, x, x') = (-1)T^ 3 (« + x'f + xf ) e^+^')^ 

/ a f„+«!W (Hl) 
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b) e = 0, e' = -l: 
0(u, x, x' - 1) = (-1)^4^^ L + x'f + x^) e < u +T J Y 
^ 3 («)=^o(«+^)=^o(«-f) 



/\ (u+- w ' >,7r ' 



th(u) = \$o(u+4 r ) ( ^" J '- 



'1W = 1^0 ^«+^ 

c) £ = 1, e' = 0: 

0(u, 1 + x, x') = (-l)^rtf 2 (« + ^'f + ^t) e x ( u+ ^')7 

^o(«) = t^2 (« - f + ^)e( W+ ^)- 

^l(«)=^ 2 («-7) = -02 («+$)■ 

d) e = l, £' = -1: 

0(u, 1 + x, x' + 1) = {-l)^^ 1 ^ (u + x'f + x^) e *(«+ V 
3 («) = 01 («+$ + «£) 



2 T" ^T 

i)' | ni 

4 J cj 



u ., «'V« 



CJ \ 7TZ 



(IV) 



(V) 



(VI) 

2 («)=M«+f) =-d 1 {u-%). 

9. Die Reihen für die ■#- Funktionen können noch in anderer Form dargestellt 
werden. 

Man setze mit Jacobi, dem Begründer der Theorie der i9- Funktionen, 

—Tri 



ju.q s x isu, ua 

besitzt. Es wird dann 



so wissen wir, dass modg < 1 ist, da ^- einen positiven Koeffizienten von i 



00 + OO 



tf 3 ( u )= £ e (n^+2n«)^ = £ ^ 

n=— oo n=— oo 

— 1 oo 

= J2 q^e^^ + l + ^Tq^e 



n=l 
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Schreibt man in der ersten Summe —n an Stelle von n, so wird die Summe 
von +00 bis +1 zu erstrecken sein, und es wird daher 

00 00 

n 2 -2n-,ni , V^ n 2 2n-iri 



w=i+E! n v 2 n > { +iyv 



n=\ n=\ 



Da die Reihen aber unbedingt konvergiren für alle endlichen u, so kann 



2 
man die Glieder mit q n zusammenfassen und hat 



00 



Da nun 

e xi + e -xi = 2 cosx 

ist, so ergiebt sich $3(w) in der Form 



00 

-.2 



^(u) = 1 + 2^2 q n cos 2n^vr. 
n=l 



Ändert man u um ^, so erhält man 



^3H = l + 2X](-l)V 2 cos2n^, 



n=l 



da cos(n7r + x) = (— l) n cos:r ist. 
Es war ferner 



+00 



$ 2 ( u )= Y, e [( n+ 2)V+2(n+iH^ = £ g(n+ i)2 e2(n+ i )u z 



n=— 00 n=— 00 



— 1 00 

n=— 00 n=0 

In der ersten Summe setzen wir für n, — n — 1, wodurch sie von +00 bis 
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für das neue n zu erstrecken ist und es ist 

oo 

n=oo 

oo 



oo 

2 ( u ) = 2 J2 9 (n+ 2 )2 cos(2n + 1)£tt 



oo 

= 2gi J^ g n ( n+1 ) cos(2n + 1) ^tt, 


oder, wenn man für n . . . n — 1 einführt, 

oo 
2 (u) = 2q\ Y, Q n{n ~ 1] cos(2n - 1)£tt. 
n=l 

Ändert man u um — ^, so wird 

oo 
#!(«) = 2g* ^(-l)»- 1 ^"^- 1 ) sin(2n - 1)^tt, 
n=l 

da 

cos(2n - 1) (x - |) = (-l) n_1 sin(2n - l)x 

ist. Fassen wir die vier Formeln zusammen, so ist also 

oo 



3 ( u ) = 1 + 2 J^ g n cos 2n^7r 

n=l 

oo 

0oH = l + 2^(-l)V 2 cos2n^vr 

n=l 

, oo 

2 ( u ) = 2g4 J^ g «("-l) C os(2n - 1)£tt 

n=l 

, oo 

0lH = 2g4 ^(-l)"- 1 ^- 1 ) sin(2n - 1)£tt. 



n=l 
Hieraus ersehen wir wie früher, dass 

tf 3 (-u) = 3 (w) O (- M ) = ^o( u ) 



(VII) 
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ist, d. h. dass nur die Funktion d\ (u) ungerade, die übrigen gerade Funktionen 
von u sind. Es ist ferner, wenn #(0) = $ gesetzt wird, 

oo 
tf 3 = l + 2^/ = l + 2(g + g 4 + 9 9 + 9 16 + 9 25 + ---) (VIII) 

71=1 

OO 

tf = 1 + 2 J2 ("1) V* = 1 " 2(g - q 4 + q 9 - q 16 + ■ ■ ■ ) 

n=l 

oo 

ß 2 =2q\^q^- 1 ) =2ql{l + q 2 +q Q + q 12 +q 2Q + ■■■) 
n=\ 

■&1 = 0. 

Diese Reihenentwicklungen für die #(w) und $ sind äusserst konvergent, 
da \q\ < 1 ist und die Potenzen von q äusserst rasch wachsen. 

10. Wir sahen soeben, dass 

$1 (u — a) für u = a 

verschwindet, da aber bei der Addition von muo + m'ui 1 (m, m' ganze Zah- 
len) zum Argument die $i-Funktion sich reproduzirt multiplizirt mit einem 
Exponentialfaktor, so muss auch 

i?l (u — a + moo + m'u)') = 0, 

sein für u = a, d. h. es ist 

i?l(mw + m u; ) = 0, 

wenn m und m! beliebige ganze Zahlen sind. Man ersieht aber, dass, wenn 
•&\{u — oi) = wäre für u — a = ß, wo ß innerhalb des ersten Periodenparal- 
lelogramms läge, dass auch 

■di(ß + mu> + m'uj') = 

wäre, d. h. aus jeder Verschwindungsstelle der Funktion i?i (-u — a) innerhalb 
des ersten Periodenparallelogrammes folgen unendlich viele, jede als eine da- 
zu kongruente Stelle in jedem der unendlich vielen Parallelogramme, die man 
aus td, ui 1 konstruirend neben einander legen kann. Können wir daher nach- 
weisen, dass $i(u — a) nur einmal innerhalb des ersten Parallelogramms, 
nämlich für u = a, verschwindet, so sind alle Nullstellen von t?i(w) in der 
Formel 

u = moo + m u) 

enthalten, wo m, m! ganze Zahlen sind. 

Wir bemerken, dass r d\{u) für keinen endlichen Wert u unendlich wird. 
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IL Theorie der Thetafunktionen. 



Nun ist j d\og$i{u — a) genommen längs 
der Begrenzung einer Fläche, innerhalb welcher 
i?l(w) eindeutig ist, und die den Punkt u = oo 
nicht einschliesst, gleich 27rm, wenn n die An- 
zahl der Nullstellen von $1 (-u — a) ist (vergl. 
Satz 13, S. 32), da $i(w — a) nicht unendlich 
werden kann. 

Wir nehmen das Periodenparallelogramm 
Oabc (Fig. 21), als die Fläche, längs deren Be- 
grenzung das Integral zu erstrecken ist, wobei 



0a = u> = cb, 0c = u> = ab 



ist. Es ist" 



2nin = / GÜog$i(« — a) 

JOabc 



Oabc 

dlog#i(w — a) 



dlog$i(w — Oi) 



Od 



ab 




Fig. 21. 



bc 



t/logi?i (-u — ot) 



dlog#i(w — a) 



f:0 



U) 



dlog'ßi^u — a) 



Lü+Uj' Lü' 

/ dlogt?i(-u — a) + / d log#i(ti — a) + 

w w-tV 



dlogi?i(w — a). 



Im dritten Integral setzen wir u = v! + 1</, da dann 

^( u - a ) = Mu' ~ Oi + J) = -$i(u' - a) e -( 2u '- 2aW ) ; 



") Unter J[ das längs der Geraden 0a hin erstreckte Integral verstanden. 

0a 
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ist, so ist 



log 0i (u - a) = log(-l) + log 0i (u' - a) - (2u f - 2a + u>') 



'Kl 



iü 



2iri 
dlog0i(w — a) = dlog0i(w' — a) cfa/ 



/ cüog0i(-u — a) 

w+w' W 







dlog0i(w' — a) 



2vri 



CJ 







rfu' 



dlog0i(« — a) + 27ri 



Im zweiten Integral setzen wir v! + u = u; da dann 
GÜog0i(w — et) = dlog0i(w — a) 
wird, so ist 

cüog0i(-u — a) = / cnog0i(V — a). 



Führt man diese Werte der Integrale in obige Gleichung ein, und ersetzt 
die Integrationsvariable u' durch u, so wird 



2mn = I d log 0i (u — a) 

'Oabc 

d\og{)i{u — a) — I dlog0i(w — a) 


Lü Lü' 

d log 0i (u — a) + 2-ni — d log 0i (u — a) 



= 2tu, 

d. h. n = 1; es verschwindet also 0i(-u — a) nur einmal innerhalb des Peri- 
odenparallelogrammes und zwar für u = a und daher sind alle Werte von u, 
für welche 

01 (u) = 

ist, enthalten in 

u = mu + m u . 
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Betrachtet man die Formeln (VI) S. 56, so ergeben sich hieraus die Werte, 
für welche die übrigen -^-Funktionen verschwinden. Wir erhalten auf diese 
Art: 



•l(«) 


= 


für 


u = muj + m'oü' 


{ 2(u) 


= 


;; 


u = (m + jjV + TTl'u)' 


! 3(«) 


= 


35 


u = (m+ 2)^ + {to! + 2V' 


! o(«) 


= 


?' 


u = rauj + im! + \)u' , 



wobei m, m' ganze positive oder negative Zahlen sind. Zugleich sind die 
Werte von u die einzigen, für welche die ■#- Funktionen verschwinden. 

11. Mit Hilfe der aufgestellten ^-Funktionen ist es nun leicht, doppeltperi- 
odische Funktionen zu bilden. So ist 

0l(«) 
(p(u) = c- 



c eine beliebige von u unabhängige Grösse, eine eindeutige Funktion von u, 
welche die Perioden 2uo und ui 1 besitzt. Dass <f(u) keine Konstante ist ersieht 
man daraus, dass sie für u = ^- unendlich und für u = null wird. Da ferner 

. -diiu + uj) "&i{u) . > 

(p[U + U>) = C-— r = -C - - - = -<p{U) 

$o(u + cü) tf (u) 

ist, so ist 

(p(u + 2üü) = —<p(u + u>) = <p(u). 

Ebenso ist 

/x Mu + üj') -^ 1 («)e-( 2t * +w ')« Mu) 

(f(u + U>) = C— jr = C — =C~ 



daher: 
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In ganz derselben Weise erkennt man, dass die Quotienten: 



01 (U 


) 00 («) 


O (U 


)' 0l(«) 


02 (« 


) 0O(«) 


O (« 


)' 02 («) 


3 (w 


) 0O(«) 


O (w 


)' 03 («) 


01 (u 


) 02 («) 


02 (« 


)' 0l(«) 


01 (M 


) 03 («) 


03 (« 


)' 01 («) 


2 (« 


) 03 («) 


3 (« 


)' 02 (u) 



die Perioden 2uj uj 



UJ 



UJ 



2uj 



haben, 



2uj uj + ui 



2uj' 
2uj' 



2uj uj + uj 



UJ 



also mit beliebigen, von u unabhängigen Grössen multiplizirt doppeltperiodi- 
sche Funktionen liefern. 



III. Fundamentale Sätze über doppeltperiodische 

Funktionen. 




Q+Q' 



12. Jede eindeutige doppeltperiodische Funktion wird innerhalb eines Peri- 
odenparallelogramms*) ebenso oft unendlich als null. 

Wir wollen voraussetzen, dass jede Null- oder 
Unendlichkeitsstelle der Funktion eine einfache 
ist, da, wenn dieselbe mehrfach ist, dies bei dem 
Zählen derselben immer als ein Zusammenrücken 
mehrerer einfacher aufgefasst werden kann. Ist 
die Stelle u = a eine z^-fache Null- oder Unend- 
lichkeitsstelle, so ist auch in obigem Satze diese 
Stelle als v Null- oder Unendlichkeitswerte ein- 
zuführen. Hat also die doppeltperiodische Funkti- 
on F(u) innerhalb des Periodenparallelogrammes 
0, ß, Q + O,' , fl' ■ ■ ■ m Nullstellen und n Unend- 
lichkeitsstellen, so ist nach Satz 13 d. E., S. 34 

GÜog-F(w) = 27u(m — n), 
21 

unter 21 die Kontur des krummlinigen Parallelogrammes Fig. 22 verstanden. 
Nun ist+) 

d\ogF{u) = I dlogFu+ dlogFu+ dlogFu+ dlogFu. 

Jü+n' 



Fig. 22. 



21 







Q 



Qi 



Im zweiten Integral bewegt sich die Integrationsvariable von Q nach Q + Q' , 
ersetzen wir sie durch v! + O', so wird u' von nach Q' laufen und es ist 
dann 

/ dlogFu = / dlogF(u' + Ü) = / dlogFu' = / dlogFu, 

da F(u! + Q) = F(u') ist, und das bestimmte Integral von der Integrations- 
variablen unabhängig ist, denn der Weg derselben ist vorgeschrieben. Ersetzt 



*) Wir setzen immer ein primitives Periodenparallelogramm voraus, d. h. ein solches, 
dessen Seiten primitive Perioden sind. Die eine Ecke möge u = sein, was unwesentlich 
ist. 

t) Sollte auf dem Integrationswege ein Unstetigkeitspunkt von d\gF(u) liegen, so kann 
man denselben so abändern, dass der neue Weg nicht hindurchgeht, wodurch der zu diesem 
parallele Weg auch durch keinen solchen Punkt führen wird. 
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man in dem dritten Integral u durch v! + ü', so wird v! die Werte von Q 
nach durchlaufen und da auch 

F(u' + Q') = F(u ! ) 

ist, so wird 

/ dlogF(u) = dlogF(u' + ü') = d\ogF(u), 

Jn+Ü' JQ JQ 

also ist 



r-Q r-Q' i-O i-O 

d\ogF(u) = / d\ogFu+ d\ogFu+ / d\ogFu+ dlogFu = 0, 

% h h hi jq< 

da sich das erste und dritte, sowie das zweite und letzte Integral gegenseitig 
aufheben. 
Mithin ist 

m = n, 

wodurch der ausgesprochene Satz bewiesen ist. 

13. Jede eindeutige doppeltperiodische Funktion nimmt einen beliebig gegebe- 
nen Wert A eben so oft an, als sie unendlich oder null wird. Denn F(u) — A 
ist eine doppeltperiodische Funktion von u, welche genau so oft unendlich 
wird, wie F(u), also muss F(u) — A = eben so oft werden, als F(u) un- 
endlich oder F(u) = wird. Hierbei ist als Voraussetzung, dass F(u) = A 
für u = a wird, aber so, dass F'(a) nicht null ist, weil sonst F(u) — A für 
u = a zweimal null werden würde. Ist also A = F(a) und F'(a) = 0, so ist 
eine solche Stelle so zu zählen, dass F(a) zweimal gleich A wird. 

Man nennt eine doppeltperiodische Funktion, welche im primitiven Peri- 
odenparallelogramm n-mal unendlich wird, eine doppeltperiodische Funktion 
n Ordnung. In dem Vorstehenden und Folgenden ist n stets als endliche 
Zahl anzunehmen. (Vergleiche die Bedingungen für den Satz 13 und 8 der 
Einleitung.) Dann können wir die Sätze 12 und 13 einfach so ausdrücken: 

Eine doppeltperiodische Funktion n Ordnung nimmt jeden Wert ge- 
nau n-mal in einem primitiven Periodenparallelogramme an, d. h. wenn das 
Argument u derselben nur Werte annimmt von der Form £ß + £ Q' , wo 

o<;£< i,o <;£'< i. 
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14. Für jede eindeutige doppeltperiodische Funktion ist die Summe der lo- 
garithmischen Residua null. 
Nach Satz 14 S. 37 ist 

„ n n 

F(u) du = 2m J2 F(«)] (tt _ ai/) -i = 2^ £ A »> 

wenn F{a. v ) = oo ist und [F{u)]i u _ a \_i = Aj, der Koeffizient von (u— a v ) 
in der Entwicklung von i^(w) in der Umgebung von a v , da wir 2t so wählen 
werden, dass der Punkt u = oo nicht innerhalb liegt. Wir nehmen als 21 das 
Periodenparallelogramm (Fig. 22), und es ist 

•J? /-ß+ß' /-ß' /-0 

F(u)du= I F(u)du+ F(u)du+ F(u)du+ F(u)du = 0, 



st jq Jn Jü+n' Jn 1 

da F(u + Q) = F(u) und F(u + ß') = F(«) ist. Mithin ist 

n 

J2 A - = Q - 

i 

Wäre nun jedes A v = 0, so könnte F(u) nur so unendlich werden, dass jede 
Unendlichkeitsstelle eine mehrfache wird. 

Wird F(u) innerhalb des Periodenparallelogramms nicht unendlich gross, 
so kann F(u) für keinen Wert innerhalb des Periodenparallelogramms auch 
verschwinden, d. h. F(u) wird überhaupt für keinen endlichen Wert von u 
unendlich gross oder null. Da also F{u) [ebenso p , J als eindeutige Funktion 

von u für keinen endlichen noch so grossen Wert von u unendlich werden 
kann, sondern stets dieselben endlichen Werte annehmen muss, die es im 
ersten Parallelogramme hatte, so muss F(u) von u unabhängig, d. h. eine 
Konstante sein.*) Daher: 

Jede doppeltperiodische eindeutige Funktion, welche innerhalb eines Pe- 
riodenparallelogrammes nicht unendlich wird, ist eine Konstante. Eindeutige 
doppeltperiodische Funktionen, welche nur für einen Wert von u innerhalb 
des Periodenparallelogrammes einfach unendlich werden, existiren nicht. 



*) Denn da F(u) für alle endlichen u endlich bleibt und eindeutig ist, so gilt um den 
Punkt a die Entwicklung 

F(u) = A + A x {u - a) + A 2 {u - af + A 3 (u - af H 

für alle endlichen noch so grossen u. Wenn aber u über alle Grenzen wächst, so wird die 
Reihe rechts auch über alle Grenzen wachsen müssen, d. h. F{u) selbst ins Unendliche 
wachsen müssen, wenn nicht A\ = 0, A<i = . . . , also F(u) = A eine Konstante ist. 
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Denn soll F(u) für u = a einfach unendlich werden, so muss 
F(u) = + B + Bi(u - a) + ■ ■ ■ 

U — OL 

sein, da aber nach eben bewiesenem ^2 A r = sein muss, so müsste A = 
sein, d. h. F(u) würde für u = a auch nicht unendlich werden, müsste daher 
eine Konstante sein. 

Doppeltperiodische Funktionen niedrigster Ordnung sind daher die von 
der zweiten Ordnung. Sind die beiden Unendlichkeitspunkte von einander 
verschieden, so muss 

F(u) = + B + Si(« - e*i) + • • • 

U — Ol\ 

F(u) = + B' + B[(u - a 2 ) + ■ ■ ■ 

U — «2 

sein in der Umgebung von ol\ resp. «2- Sind aber die beiden Unendlichkeits- 
punkte nicht verschieden, dann wird F(u) für u = a von der zweiten Ordnung 
unendlich und es muss 



-A 

(u — a) z 



F{u) = —-2 + B + Bi{u - a) 



sein, d. h. das Glied mit ^— muss ausfallen. 

Zusatz. Soll eine eindeutige für alle endlichen Werte von u endliche Funk- 
tion von u den beiden Gleichungen 

cp(u + u>) = (-l) e (f(u) 

v?( w W) = (-i) e V(^~ (2uW) - 

genügen, so muss ip(u) = C ■ $(u, £,£ f ) sein, wo C eine von u unabhängige 
Grösse ist und $(u, e,s') die in (7) S. 53 aufgestellte -^-Funktion ist. Denn es 
ist 

fM = flu) 

eine doppeltperiodische Funktion mit den Perioden u> und u> f ; also ist 

tp{u) = /(w)^(w, e,e'). 

Nun soll (p(u) nicht unendlich werden, also kann f(u) nur unendlich werden, 
wenn "d(u, s, s f ) = ist. Wie wir sahen verschwindet aber i &{u,e,e') nur 



68 III. Fundamentale Sätze über doppeltperiodische Funktionen. 

für einen Wert von u einfach innerhalb des Periodenparallelogramms, also 
könnte f(u) nur für einen Wert von u innerhalb des Periodenparallelogramms 
unendlich von der ersten Ordnung werden, und daher muss f(u) eine von u 
unabhängige Konstante sein, folglich ist 

<p(u) = C ■ i?(w, e, e ). 

15. Wird F(u) = A nur für u = u\,u^ ■ ■ -u n , ohne dass F'{u v ) = wäre, 
ist also F{u) eine doppeltperiodische Funktion n ter Ordnung, so ist 

Ui+U 2 +U3-\ u n = c, 

wo c eine von u und von A unabhängige Grösse ist (Liouville'scher Satz). 

Es sei F(u) = oo für u = ot\, «2 • • • a n, diese also lauter einfache Unend- 
lichkeitsstellen und alle im ersten Periodenparallelogramm. Dann ist 



/= / udlog(F(u) - Ä) 

n 



uF'(u) 



du 



Im 



^ f uF'{u) J ^ f 



uF'(u) 
^ Ja Flu) - A 



du 



nach Satz 14 S. 37. 
Es ist aber 



uF'{u) 
F{u) - A 



du = 2niu, 



F'{u) 



F(u) - A 



(u—U u ) 1 



2-niUy, 



denn es ist F'(u) — A = (u — U]/)tp(u), wo (f{u v ) = B «s ist, also ist 

— log (F (u) - Ä) = + -^Hr = , s A du 

du &y y ' ' u-u v <p(u) F(u) - A 

und <f(u) verschwindet nicht in der Umgebung von u v , wird auch nicht un- 



endlich, also ist 



tp{u) 



endlich. Genau so ergibt sich 



uF'(u) 



du 



-2iriot v , 



da 



— log (F (u) - A) = + -^f = - e . du 
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ist. Also folgt, wenn wir 21 als das Periodenparallelogramm (Fig. 22) nehmen: 



J= I udlog(F(u) - Ä) = 2iri 



J2 u »-J2 



Gl. 



.v=\ v=\ 

Andrerseits können wir J direkt berechnen. Es ist 

pü r-Q+n' rü 

J= ud\og(F(u)-A) + udlog(F(u)-A) + udlog(F(u)-A) 

Jo Jn Jn+n' 

,o 

+ / udlog(F(u) - A); 

Jn' 

ersetzt man im zweiten Integral u durch u + ü, im dritten durch u + Q', so 
wird 

rü rü' 

J= udlog(F(u) -A)+ / (u + tt')dlog(F(u)- A) 
Jo Jo 

/•0 r0 

+ / (u + Q')d\og(F(u)-A)+ / udlog(F(u)-A) 

Jn Jn' 

und wenn man die sich aufhebenden Integrale fortlässt 

d\og(F(u)-A)-Q' \ 

>o Jq 

Setzt man nun 



rfl' rfl 

J = Q d\og(F(u) -A)-Q ! / dlog(F(«) - A). 
Jo io 



F(u) -A = e z , 
wo z die neue Integrationsvariable sein soll, so wird 

F(0) -A = e z ° 
F{Q') -A = e z o+ 2>i ' 7ri 
F{Q) -A = e z o+ 2 ^\ 

wo x und x' ganze Zahlen sein müssen, da 



ist. Dann wird 



F(0) = F(O') = F(Q) 



■•zo+2x'iri rZo+2xiri 

J = Q I dz — Q l dz, 

'z Jz 
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d. h. 

J = 27ri(x / ß-xß / ). 

Nun folgt ohne weiteres, dass J von A unabhängig ist. Denn ändert man A 
unendlich wenig ab, so müsste, wenn J von A abhängen würde, sich dieses 
auch im Allgemeinen unendlich wenig ändern. Da aber x und x' ganze Zahlen 
sind, so kann sich J nur um Q oder Q' oder allgemein um mß — m' Q' 
ändern, welche Grösse nie unendlich klein sein kann, also kann J von Fl nicht 
abhängen. 

Es ist überdiess auch 

d.J Q f Q d\g{F{u)-A) _ Q , f ü d\g(F(u) - A) 



dA J F(u) - A J F(u) - A 

i<Z()+2x'iri fZQ+2xiri 

=Q j e~ z dz -Fl' \ e~ z dz = 0, 

also J von A unabhängig. Daher ist 

n n 

y u v — 2^ Oip = x Fl — xß 

und 



y u v = 2_, ot v + >c Q — xFl , 

wodurch der Satz bewiesen.*) 

Wird also F(u) = für u = ßi, ß2 ■ ■ ■ ßn, so ist 

n n 

y ßy = 2^ OLy + X Fl — KU , 



*) Würde für u = u v . . . F(u) - A = (u - u u )*[B + B 1 (u - u u ) + • • • ] sein und B 
von Null verschieden, d. h. würde F{u) für u = u u den Wert A >?-mal annehmen, also 
F'(u v ) = 0, F"{u v ) = O,...^^- 1 )^) = sein, so ergibt sich J^udlg{F{u) - A) = 
2irixu v , d. h. es würde in der $^™ =1 u n das Argument xu u als Summand auftreten, das 
ist genau so, als ob h der Werte u v einander gleich würden. Ebenso verhält es sich mit 
den Unendlichkeitsstellen, wenn F(u) — A für u = a ß unendlich von der A ton Ordnung 
wird, dann ist J~ udlg(F(u) — Ä) = —2iri\a ß , also tritt in der Summe der a die Grösse 
oty, A-mal auf. Ist also jede Stelle u v eine x„-fache Nullstelle von F(u) — A und jedes a ß 
eine A^-fache Unendlichkeitsstelle von F{u) — A, so kann die Gleichung des Textes auch 

geschrieben werden: $^" =1 x v U v = YlT 'V Q V + X ' Fl — xil' ', wobei X^"=i H v = 12T •V = n 

ist. 
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also ist 



J2u l/ = Y,ßiy- 



v=\ 



v=l 



Wenn sich zwei Grössen u und v nur um ganzzahlige Vielfache der Peri- 
oden Q, Q 1 unterscheiden, wenn also 

v = u + mQ + m Q 

(m, m' ganze Zahlen), so wollen wir v = u (mod. Q, Q') schreiben und v 
congruent u modulo Perioden nennen. Es ist also 



y u v = 2_j a v (mod Ü, Q ) 



v=l 



v=\ 



Wir können nun immer einfach bewirken, 
dass die Summe der Argumente, für welche ei- 
ne Funktion einen bestimmten Wert annimmt, 
= ist. Setzen wir nämlich 



v = u 



En 



1 y*v 



n 



so ist 
n 



> v v = 2_, u v — 2_j a v — (mod ü, Ü 1 ). 



v=l 



v=\ 



v=l 




Fig. 22a. 



Die doppeltperiodische Funktion F(u 
wird 



F v 



n 



Fi(v) 



eine doppeltperiodische Funktion von v mit denselben Perioden Q, Q', nur 
ist das Periodenparallelogramm dieser gegen jenes verschoben. 

0, Q, Q + Q 1 ', Ü,' sei das Periodenparallelogramm für F(u) (Fig. 22a), das 



Argument von a 



E< 



Dann ist das um 0a in der Richtung 0a mit sich 



selbst parallel verschobene Parallelogramm das Periodenparallelogramm für 
F 1 (v) = F(v+^). 
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16. Jede doppeltperiodische Funktion mit den Perioden Q und Q' kann durch 
die ^-Funktionen mit denselben Perioden ausgedrückt werden. (Hermite'scher 
Satz.) 

Es sei 

F(u) = für u = ß 1 ,ß 2 ...ß n 

F(u) = oo " u = a\, «2 • • • a n, 

jeder dieser Werte entspräche einer einfachen Null- resp. Unendlichkeitsstelle, 
F(u) sei also von der n ten Ordnung; dann wissen wir, dass 



n 

5>- 


n 


= yc Q - 


- ycQ 


v=\ 


v=l 







ist, wo x, yd ganze Zahlen sind. 
Bilden wir die Funktion: 



$l(u - ßi) $i(u - ß 2 ) ■ ■ ■ $i(u - ß n ) 2 u ^ 

V( u > = T7 VT1 S ö~7 Ä e ' 

v\(u — a\) v\(u — OL2) • • • v\\u — a n ) 



so ist 



ip(u + Q) = <p(u) 
<p(u + ü') = V {u) • e 2 E/3-E«)77 • e 2 *%™ 

= ¥>(«), 

d. h. </?(w) ist ebenfalls eine doppeltperiodische Funktion mit den Perioden 
Ü und Ü'. 

Es wird 

(p(u) = für u = ßi, ß 2 . • . ß n 
und 

y?(«) = oo u = «i, «2 • • • a n 

und nur für diese Werte und zwar für jeden einfach null resp. einfach unend- 
lich. Daher wird die doppeltperiodische eindeutige Funktion \ ! für keinen 
Wert von u innerhalb des Periodenparallelogrammes null oder unendlich, sie 
ist folglich eine Konstante, also ist 

F(u) = ap(u) = c M u -ßi)Mu-ß2)---Mu-ßn) c2x « ^ 
Vi(u — ai) Vi(u — a2) ■ ■ -viiu — a n ) 
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wobei 

n n 

y ß v — y^ a v = k q — xß 

u=\ v=l 

ist. Man erkennt hieraus, dass für eine doppeltperiodische Funktion nicht alle 
Werte gegeben sein können, für welche sie verschwindet und unendlich gross 
wird, sondern dass einer dieser Werte der Bedingung gemäss 

E^-Ea^O (modß,ß') 

bestimmt werden muss, sobald alle übrigen gegeben sind. 

Die obige Form von F(u) lässt sich noch etwas modificiren. 

Nach 7, S. 54, Formel (4) ist, wenn e = 1, e' = — 1 und 2x', — 2x an Stelle 
von x', x gesetzt werden: 



#l(v + x'Q - hQ') = ${v, 1 - 2x, -1 + 2x')e 



2x(v+Hf±n-%n'^ •' 



n 



^XY~ H ^\{v)e 



2>Cj^Tri— x. 7j7ri 



iH^i _ ( lW->€„K 2 £7riMv + x'Q-xQ') 



daher 

01 (v) 

setzt man nun v = u — ^ ß v = u — E °V — (x'f2 — xß'), so wird 

0l(«- E/v) 



oder wenn 



gesetzt wird 



(_l)^-^ e 2x^7ri e x 2 ^7ri 



C 2xl-Ki _/l(u-E« l 



'tfi(«-£A,)" 

Setzt man nun diesen Wert für die Exponentielle in y?("u) ein, lässt c in C 
eingehen, so wird: 

Mu ~ ßl)Mu ~ fc) ■ ■ ■ Mu - ß n )öi{u - £ <*v) 



F(u) = C 



'ßl(u - «i)t?i(w - a 2 ) • • -'&i(u - a n )'&i(u - £pV)' 



wo nur lauter i?i- Funktionen auftreten. 

Man ersieht sehr leicht, dass, wenn u = ß\ eine //-fache Nullstelle von- 
F(u) wäre, dann statt i?i(w — ß\) der Faktor \&\{u — ß\)]^ aufzutreten 
brauchte, damit dieselben Schlüsse, wie früher, gelten, denn dann muss in 
E a v ■ ■ ■ ol\ //-mal auf treten, also E a v = ^ a \ + «2 + a 3 + • • • a n sein. 
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17. Die doppeltperiodischen Funktionen niedrigster Ordnung, welche exi- 
stiren, sind die zweiter Ordnung. Es sei <p(u) eine solche Funktion, so wird 
dieselbe innerhalb des Periodenparallelogramms ß, ß' zweimal unendlich 
gross und zwar sei diess für u = 71,72 der Fall. Wir setzen 

71 + 72 = c 
Soll nun (p(u) = A und (p(v) = A sein, so muss 

u + v = c (mod ß, ß )), 

d. h. 

v = c — -u + x ß — xß , 

daher ist 

<p(u) = ip(c — u + x ß — xß ) = (p(c — u). 

Setzt man für u ■ ■ ■ 5 + u ein, so wird 

d. h. cp (^ + u) ist eine gerade doppeltperiodische Funktion zweiter Ordnung 
von u, welche unendlich wird für u gleich 

71^72 und _ 7l^72 7 
denn es ist 

<P (§ + ^) = V(7l) = 00, ^ (§ - ^) = V(72) = 00. 

Sind 71 und 72 von einander verschieden, so wird y?(w) für jede Stelle 
einfach unendlich, dann werden 7l ^ 2 und — 71^72 einander nicht congruent 
nach den Perioden sein; denn wäre 

71^72 = _7l^72 (mod ß? ß ^ 

so müsste 

7! - 72 = (mod ß, ß') 

oder 

71 = 72 (mod ß, ß ) 

sein, was wir nicht voraussetzten; daher wird <p (^ + u) auch für zwei von ein- 
ander verschiedene Stellen des Periodenparallelogramms einfach unendlich, 
an denen, für welche 



u 



±71^72 (mod ß? Q iy 
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Wäre aber 71 = 72, dann müsste tp(u) für u = 71 doppelt unendlich gross 
werden, dann wird aber auch 

^(§ + M ) = ^(71 +«) 

für w = doppelt unendlich gross. 
Da 

¥>(§ + «) =¥>(§-«) 

ist, so ist 

</(§ + «) = V (§-«), 

V?'(w) = ^^ gesetzt, d. h. </?' (^ + w) ist eine ungerade doppeltperiodische 
Funktion mit denselben Perioden wie (p (^ + u) oder y?(ti). Wird 71 nicht 
gleich 72 angenommen, d. h. wird <f(u), also auch cp (| + u) für zwei von ein- 
ander verschiedene Werte von u unendlich gross, so ist <p' (^ + u) eine dop- 
peltperiodische Funktion vierter Ordnung. Ist aber 71 =72, so ist tp' (^ + v) 
eine doppeltperiodische Funktion dritter Ordnung. 

(// (^ + u ) kann als Ableitung der eindeutigen Funktion 9?(| + -u) nur 
unendlich werden, wenn <p' (^ + u) unendlich wird (cf. Satz 13, S. 34). Da 
für die einfache Unendlichkeitsstelle u = 7l 2 71 = 7', wo 7' im ersten Peri- 
odenparallelogramm liegen soll, 

A ~ ~ , ,,2 , 



V? (£ + w) = , + B + Bi(u - 7 

z u — j 



ist, so folgt 



4 



?' (§ + ") = — ^ 2 +i? i 



d. h. Lp' (^ + w) wird für jede der einfachen Unendlichkeitsstellen 
doppelt unendlich gross, ist also von der vierten Ordnung. 
Ist aber 71 =72, dann muss 



u = ±71^72 



V (2 + M ) = 7 Ä2 + ^0 + Bi(« - 7L 



sein, indem das Glied mit -, r fehlen muss und 

' (w-71) 

(«-Tir 
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wird für u = 71 dreifach unendlich gross und es fehlen die Glieder zweiter 
und erster Ordnung, ip' (| + -u) ist also von der dritten Ordnung. 

Wir können auch die Nullstellen von <p' (^ + «) einfach angeben. 

a) cp' (j + u) sei von der 4. Ordnung, es besitzt dann vier Nullstellen. 
Nun ist 

¥>'(§ + «) = V(§-«)> 

setzt man u = 0, so folgt 

v'(§) = V(§), 

es muss also ty?' (§) = sein, da es nicht unendlich sein kann, denn die 
Unendlichkeitsstellen von ip' (^ + w) sind 



« = ± 



71-72 



2 
Setzt man ferner « = -j, -g-, -4j — , so ergiebt sich 

*>'(§ + #) = -*>'(§-#) = -*>'(§ + #) =0 

• (§+£) —•(§-£) —•(§+£) =0 



aus demselben Grunde wie oben. Es wird daher:*) 

^(§ + u )=0 für w = ,f,f,^, 

„'fc, \ _ „ 71-72 71-72 -71+72 -71+72 

<£ {2 -T- a ) — °° u — 2 ' 2 ' 2 ' 2 

Daher ist auch*) 

</(«) = für « = §, § + #,§ + f,f + ^ 
(/? / ( u )=0 " « = 71, 71, 72, 72- 

b) </?' (^ + w) sei von der 3. Ordnung und werde daher nur für u = 
dreimal unendlich innerhalb des ersten Periodenparallelogramms. 



*) Es sollen für diese Werte diejenigen genommen werden, die ins erste Periodenparal- 
lelogramm fallen. 
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Da 

¥>'(§ + «) = "¥>'(§-«) 

ist, so ergiebt sich, wie früher, dass für 



„, _ ß ß/_ ß+ß' 

Li o i O i 1 



*>'(§ + ?) = V(§ + ?) =0 
*>'(§ + ¥) = -•(§ + £) =o 



sein muss. -u = ist hier keine Nullstelle, da </?' (^) = oo ist. Es ist also 
v/(§ + «)=0 für.= f,f,^ 

¥ /(§ + U )=CX5 " W = 0, 0, 0, 



der es ist 






<p'(u) = für u 




<p'(u) = oo " -u 



c 

2 


+ 

c 

2 


ß 

2 • 


c 

2 


+ 

c 

2 


ß' 

2 • 


c 

2 

c 

2- 


+ 


ß+ß' 
2 



hierbei ist § = 71 die dreifache Unendlichkeitsstelle von y?(w)- 

18. Jede eindeutige doppeltperiodische Funktion n Ordnung F{u) lässt 
sich rational durch die doppeltperiodische Funktion zweiter Ordnung <p(u) 
und ihre Ableitung <p f (u) ausdrücken, welche dieselben Perioden besitzen wie 
F(u). 

Wir beweisen zuerst folgenden einfacheren Satz: Jede gerade doppeltpe- 
riodische Funktion lässt sich rational durch <p (^ + u) allein ausdrücken. 

Ist nämlich f(u) = f(—u), so wird 



f(u) = für u = ±ß 1 ,±ß 2 ...±ßm 1 , Ann ,, 

> (mod 12, 12 ), 

f(u) = oo für u = ±«i, ±«2 . . . ± a m I 



indem wir voraussetzen, dass, wenn ß\ im ersten Periodenparallelogramme 
liegt, man für —ß\ setzte: raQ + ra\Q' — ß\ und m, m\ so als ganze Zah- 
len wähle, dass auch raQ + ra\Q'^ — ß\ ins erste Periodenparallelogramm 
falle. Man sieht leicht ein, dass m und m\ nur die Werte 0, 1 anzunehmen 
brauchen. So denken wir uns alle Null- und Unendlichkeitsstellen von f{u) 
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ins erste Periodenparallelogramm übertragen und setzten vor der Hand vor- 
aus, dass keine derselben ^^p 2 resp. — " ) ' 1 ~^ 2 [den Unendlichkeitsstellen von 
ip (^ + u)] congruent nach den Perioden ß, Q' sei, dass ferner alle Null- und 
Unendlichkeitsstellen einfache sind, und daher keiner der Werte ß mit den a 
zusammenfalle. Bilden wir dann 

ip(u) = 

[v(§ + M ) - v(§ + ai)] [^(i + M ) - v(§ + «2)] • • • [</>(§ + w ) - v(§ + «m)] ' 

so ist -0(-u) eine gerade doppeltperiodische Funktion von u mit den Perioden 
Q, Q! ' , sie wird null für dieselben Werte, für welche f(u) = ist und unendlich 
für dieselben Werte, für welche f(u) = 00 ist. Sonst wird sie aber nicht 
unendlich, da der Nenner sonst nicht verschwinden kann und der Zähler nur 
unendlich wird, wenn ip (^ + u) =00 ist, dann bleibt aber der Bruch endlich, 
da sich das Unendliche im Zähler und Nenner gegeneinander weghebt. 

Es wird daher 4V4 eine Konstante sein, also 
ip(u) 

_ W{ C j+u)- y(| + gl)] . . . [y(| + u) - y(j + ß m )] _ , 
/W C Mi + W )-^ + «l)]...M§ + W )-^(§ + «m)] n^*+«J 

wenn i? eine rationale Funktion des Argumentes ^(2 + ^) bedeutet. Die 
Koeffizienten von R enthalten nur die gegebenen Grössen tp (§ + /?) und 

^ (§ + «)■ 

Würde die Nullstelle ß\ /x-mal auftreten, so ersieht man, dass nur 

in den Zähler zu setzen ist, um dieselben Schlüsse anwenden zu können wie 
eben. Die Funktion R (tp (| + u)) bleibt nach wie vor eine rationale Funktion 
von tp (2 + u). 

Treten unter den a oder ß aber die Stellen 7l ^" 72 und — ^ 1 ~^ 2 auf, so hat 
man für den betreffenden Faktor 

*>(§ + «) -vß + «) nur ^|T^) 

zu setzen, um, wie man leicht ersieht, dieselben Schlüsse wie früher wieder 
anwenden zu können. Würde unter den ß oder et einer der Werte 

n Q n' n+Q' 
u ' 2 ' 2 ' 2 
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vorkommen, so müsste die betreffende Stelle zweiter Ordnung sein, da ±a 
oder ±/3 auftritt und es ist 



ü _ 

2 - 


2 


2 - 


n' 

2 


n+n' _ 


r?+ß' 



~2~~ = 2~~ ■ 

Für diese Werte wird aber auch 

v (§ + «) - ^ (§ + «) = (« - «) 2 { V (§ + «) + •••}. 

da 

</(§ + «) =0, 

wenn 

_, = n ß ß+ß ; ß! 

« _ u, 2 , 2 '2 

ist. Die obige Schlussweise bleibt also auch inalterirt. 

Wir beweisen ferner folgenden zweiten Satz: 

Jede ungerade doppeltperiodische Funktion lässt sich ausdrücken durch 
eine rationale Funktion von tp (^ + u) allein multiplizirt mit cp' (§ + u). 

Denn ist 

fl( u ) = -fl(-u), 

¥>'(§ + «) = V(§-«) 

h(u) _ h(-u) 

¥>'(§ + «) 

ist eine gerade doppeltperiodische Funktion von u und es ist daher 

¥>'(§ + «) 

oder 



so ist, da 



d. h. 



RiU(^+u) 



h(u) = (p'(% + u) -Äi(v>(§ + «)). 
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Mit Hilfe dieser beiden Sätze ergiebt sich der Hauptsatz. Ist F(u) eine be- 
liebige eindeutige doppeltperiodische Funktion von u mit denselben Perioden 
wie <p(u), so ist 

/(«) =i[F(l+u)+F(l-u)} 
eine gerade, 

h{u) = \[F{% + u)-F (§-«)] 
eine ungerade doppeltperiodische Funktion und daher 

/(«) = ä(^(§ + «)), /i(«) = / (§ + «) Äi(^(§ + «)) 

und da 

F(§ + u)=/(u) + /i(u) 

ist, so folgt 

F (§ + «) = #(</>(§ + «))+<//(§ + «) Äi (</>(§ + M )) , 

oder 

F(u) = ä(v(u)) +¥>'(«) #1 (?(«))■ 

Die rational gebrochenen Funktionen R und R\ von (/? denken wir uns auf 
gleichen Nenner gebracht, dann wird auch 

= r(<p(u)) +<p'(u)ri(<p(u)) 
r 2 (f(u)) 

sein, wo r, r\, r 2 ganze rationale Funktionen von tp(u) sind. 

19. Das Quadrat der ersten Ableitung einer doppeltperiodischen Funktion 
der zweiten Ordnung lässt sich rational und gerne durch diese ausdrücken. 

Es ist [<^'(w)] = i?(<(P(w)), wo R eine ganze rationale Funktion von ip der 
4. oder 3. Ordnung ist. 

Da 

¥>'(§ + «) =-¥''(§-«) 

ist, so ist 

k'(§ + «)] 2 

eine gerade doppeltperiodische Funktion von u und als solche also durch 
(f (§ + tt) allein rational auszudrücken, mithin ist [(//(it)] durch cp(u) allein 
rational ausdrückbar. 



il 



Wir setzen voraus, dass <f(u) = oo wird für u = 71 und u = 72, wo 71 und 
72 verschiedene Werte von -u im ersten Periodenparallelogramm sind. Dann 
wird 

<p'{u) = 00 für w = 71, 71, 72, 72 



¥>'(«) = 



u 



c c 

2' 2 



n c 

2 ' 2 



2 ' 2 



wenn 



71 2 ^ 2 ist, und für die Werte der zweiten Zeile die Punkte im 
ersten Periodenparallelogramm eingesetzt werden. Es ist also [<£>'(w)] eine 
doppeltperiodische Funktion 8. Ordnung, welche für u = 71,72 je von der 4. 
Ordnung unendlich und für 

n+ü' 



u 



c c 

2' 2 



n c 

2 ' 2 



ft c 
2 ' 2 



je von der zweiten Ordnung null wird. 

Es wird [<f(u) — <p (§)] für u = § auch null von der zweiten Ordnung, 
denn es ist (p f (§) = ebenso werden 



v(«) - v (2 + ?)] > [^W - v (2 + ¥)] > [vH " V (§ + 



n+ü' 



zweimal null für u = ^ 
periodische Funktion 



§, resp. § 



^-, resp. § 



d. h. die doppelt- 



95 



¥>( 



11 



V 



2 



¥>(«)"¥>(§ + ^) 



von u ist von der 8. Ordnung und zwar wird sie nur für u = 71, 72 je von der 

4. Ordnung unendlich und verschwindet für u = g, § + y, 2 + ~2~> § H ~2 — 

je von der zweiten Ordnung, also genau so wie [<£>(w)] und daher muss 



y{u)\ 2 = G 2 [ip{u) -?{$)] v{u)-y 



<f(u) 



r 15 



2 



¥>(«) 



r l § 



ß+ß' 



sein, wo G eine von -u unabhängige Konstante ist. [<£>'(w)] ist also eine ganze 
rationale Funktion 4. Ordnung von tp. 

Würde <p(u) doppelt unendlich blos für u = 71 , so würde «^'(m) für w = 7 
dreifach unendlich und alle Schlüsse im Vorhergehenden bleiben erhalten, 
bis darauf, dass u = 7 nicht eine Nullstelle von [<//(-u)] ist, sondern eine 
Unendlichkeitsstelle, und es ergiebt sich 



[<p'(u)f 



er 



¥>(«) - V (7 + #)] [v(«) " ¥> (7 + ^) 

n+n' 



ip(u) -tp 7 + 
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also eine ganze rationale Funktion 3. Ordnung von Lp. 

Setzt man z = <f(u) so wird entweder 

( dz ^ -2/4 , ,3 , D(V 2 



oder 



1 — 1 =G z (z^ + Az 6 + Bz z + Cz + D), (1) 

dz\ 2 

u ^\ = G 2 (z 3 + Az 2 + Bz + C), (la) 

du J 

wo G, A, B, C , D Konstanten sind. Wir werden in der Theorie der ellip- 
tischen Integrale sehen, dass man diese Konstanten beliebig wählen kann, 
und dass sie dann die eindeutige Funktion z = ip(u) bestimmen, welche der 
Differentialgleichung (1) oder (la) genügt. 

Da [<£>'] = ri(<f) sich ergiebt, so folgt durch Differentiation nach u: 

wenn 

// v dri(ip) 

rM = ~w 

gesetzt wird und hieraus, dass sich alle höheren als ersten Ableitungen von 

(f rational und ganz durch <p und ip f ausdrücken, was auch aus dem Satze 18 

folgt. 

Denn da 

¥ ,(«)(c + u ) = (_i)n ¥ ,(n)(c_ u ) 

ist, so wird für jedes gerade n = 2u 

^)(§ + «)=^(§-«) 

sein, d. h. <p( > (§ + w) ist als gerade doppeltperiodische Funktion durch 
Lp (| + u) allein ausdrückbar. Für n = 2v + 1 aber ist 

v ( 2v+1 ) (§ + «) = V 2|/+1) (§"«) » 

d. h. Lp( + > (^ + u) ist als rationale Funktion von Lp (^ + u) multiplizirt 
mit Lp' (^ + u) ausdrückbar. Daher ist 

^\u) = r v [Lp{u)\ 
Lp^+ 1 )(u) = Lp'(u)g l/ [L ß (u)}, 

wo r v und q v ganze rationale Funktionen sind, wie man ohne weiteres daraus 
erkennt, dass Lp^ n >{u) nur unendlich werden kann, wenn <p(u) unendlich wird. 
Für r v {Lp) und Qv((p) ergeben sich leicht mittels (1) Rekursionsformeln 
zur Berechnung der Koeffizienten dieser Funktionen. 
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20. Zwischen je zwei doppeltperiodischen Funktionen F(u), <&(u) von u mit 
denselben Perioden besteht eine rationale Gleichung. 
Denn aus 

F= r(ip) + <p'ri(<p) 

folgt 

[Fr*{<p) ~ r(<p)} 2 - {y') 2 r\{y) = 0, (A) 

welche Gleichung in cp rational ist, da (<f ! ) sich durch <p rational ausdrückt. 
Da nun auch 

g = Q(<P) + <P f Ql(<P) 
02 (v) 

ist, also 

[*&(*) -q(<p)?-(<p') 2 ä(<p) = o (a') 

sich ergiebt, so kann man aus (A) und (A') die darin rational auftretende 
Grösse <p eliminiren und erhält als Resultat 

G(F,$) = 0, (B) 

eine in F und <P rationale Gleichung. 

Ist F(u) eine doppeltperiodische Funktion n ter Ordnung, <£(tt) eine solche 
m Ordnung, so wird <? höchstens im n ten Grade, F im m ten Grade in 
G, oder einen Faktor von G wenn diese reduktibel wäre, eintreten, denn 
einem Werte Fi von F(u) entsprechen n Werte u: u\, u 2 . . . u n , für die $ im 
Allgemeinen n verschiedene Werte liefert, die der Gleichung G{F\,$) = 
genügen, in der F\ denselben Wert behält. 

Die Gleichung n ten Grades in $ und m ten Grades in F ist aber nun leicht 
aufzustellen. Denn sei F(u) = F für u = u\, u 2 . . . u n , so sind 

<P(ui) + <P(u 2 ) + ■ ■ ■ + «P(« n ) =Ai 

<P(ui)<P(u 2 ) + <P(ui)#(u 3 ) + • • • + <P(u n _i)<P(u n ) = A 2 

<F(ui)$(u 2 ) ■ ■ ■ $(u n ) = A n 

A\, A 2 . . . A n symmetrische Funktionen von F, und <F die Wurzel der Glei- 
chung 

A $ n + A^' 1 + A 2 <P n ~ 2 ■■■ + A n = 0. 

So besteht zwischen F(u) und F' \u) = ^fi- eine rationale Gleichung, in der 
F'(u) bis zur n ten Potenz ansteigt, wenn F(u) eine doppeltperiodische Funk- 
tion n Ordnung ist. Für diese ist Aq eine Konstante, da F'{u) nur unendlich 
wird, wenn F(u) unendlich ist. 
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21. Jede eindeutige doppeltperiodische Funktion mit den Perioden Q, Q' 
lässt sich rational durch irgend zwei doppeltperiodische Funktionen F(u) 
und <5(w) ausdrücken, die dieselben Perioden besitzen. 

Wir werden beweisen, dass sich die doppeltperiodische Funktion zwei- 
ter Ordnung (p(u) und ihre Ableitung <f'(u) durch F(u) und <P(u) rational 
ausdrücken lassen, wodurch dann der Satz mit Rücksicht auf (18) bewiesen 
erscheint. 

Hilfssatz: Wenn zwei irreduktibele*) algebraische Gleichungen 



f(x) = üq + a\x + • • • + a n x 
ip(x) = b + b\x -\ + b m x 



m --0 



eine Wurzel x = £ gemeinschaftlich haben, so wird für diese das System der 
m + n Gleichungen 

/(0 = o, e/(0 = o, ef(0 = o • • • r /(0 = o 
<p(Z) = o, fr>(0 = o, eV(0 = o • • • ZMO = o 

bestehen; eliminirt man aus denselben die darin homogen und linear auftre- 
tenden (m + n + 1) Grössen: 



?,z\e-t 



m+n 



so ist das Resultat 



R 



O0 °1 °2 • • • a n 

oo oi 02 . . . a n 

oo oi ü2 ... a n 

b bi b 2 ... b m 
b bi b 2 ... b m 
b bi b 2 ... b m 



f(x) oi a 2 . . . 
xf(x) clq a\ a 2 . . . 
x fix) oo oi a 2 

ip(x) bib 2 ... 
xip(x) b b\ b 2 ... 
x ip(x) Öq °1 • • • 



P-f + Q-<P, 



*) D. h. solche Gleichungen, deren keine Wurzel einer Gleichung niedrigeren Grades, 
deren Koeffizienten sich rational aus denen der gegebenen zusammensetzen, genügt. 
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wo die Determinante m Zeilen der a und n Zeilen der b enthält. Nun ist auch 



S 



00+ a\x 02 03 • • • 

üqx a\ a 2 03 . . . 

(IQ (l\ (1 2 ■ ■ ■ 

b + b\x b 2 &3 . . . 
b x hb 2 b 3 ... 
b 61 b 2 fe 3 



/(x) a 2 03 . . . 
xf(x) 01 02 03 • • • 
x f(x) Oq Ol 02 03 . . . 

<p(x) b 2 b s ... 

xp(x) b\ b 2 b 3 . . . 
x 2 (p(x) b bi b 2 b% ... 



Pi-f + Qi-<P, 



wo die auftretenden Determinanten je eine Zeile der a und b und eine Colonne 
weniger haben als R hat. Ist nun / = 0, ip = 0, also auch i? = 0, d. h. haben / 
und (p eine gemeinschaftliche Wurzel, so folgt auch S = 0; da aber S die 
gemeinschaftliche Wurzel nur linear enthält, so ist 

S = Sq + S\x 

und es ergiebt sich aus S = . . . x = — -£ als rationale Funktion der a und 
6. Es kann S\ nicht verschwinden, ohne dass /(#) = und (/'(x) = zwei 
Wurzeln gemeinschaftlich hätten.*) 
Sei nun 

r(cp) + (p'ri(<p) 



F 



4> 



r2(<p) 

Q(<P) + <P f Ql(<p) 
Q2(<P) 



(1) 
(2) 



/2j, 



so folgen die Gleichungen 

[F.r 2 ^)-r^)] 2 -^r(^)=0, (3) 

[^•^)-rf-Al(p)=0 (4) 

zwischen F, (p und $, </?. Es sei (3) in (p vom n ten , (4) vom m ten Grade, nach- 
dem man irgend etwa auftretende gemeinschaftliche Faktoren unterdrückt 
hat. 

Dann werden einem Werte von F im Allgemeinen n Werte von tp : 
ipi, if2 ■ ■ ■ <Pn entsprechen und aus (1) ergeben sich die zugehörigen Werte 
von pJ : p)'-y, p'2 . . . p' n . Soll nun für einen Wert von F die Gleichung (3) zwei 
gleiche Wurzeln haben, also reduktibel seinT) als Gleichung in p aufgefasst, 



*) Vergleiche: Baltzer, Theorie der Determinanten, 4. Auflage, S. 109. 



) Denn diese Wurzel genügt f(x) 



0. 



df(x) 
dx 



0, da f(x) = eine Doppelwurzel hat, 



und daher lässt sich diese rational durch die Koeffizienten von / ausdrücken. 
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so muss sie auch reduktibel sein als Gleichung für F aufgefasst; das letztere 
kann aber nur dann stattfinden, wenn entweder p' = oder ri(tp) = ist. 
Dann wird aber jede sich aus F-r2(tp)—r(tp) = ergebende Wurzel tpi . . . p n / 
für den Wert von F zwei gleiche entgegengesetzt bezeichnete p' liefern, wenn 
nicht p' selbst null ist. 

Analoge Betrachtungen gelten für die Gleichung (4). Schliessen wir nun 
die Werte von F und <P aus, welche entweder (p'(u) = oder ri(ip) = oder 
Ql((f) = machen, so sind hierdurch nur eine endliche Anzahl von Werten 
F und <5 ausgeschlossen und für alle übrig bleibenden Werte von F und <& 
haben sowohl (3) als (4) nur lauter verschiedene Wurzeln. 

Sei nun F = F\ einer der zulässigen Werte, dann liefert (3) n von einander 
verschiedene Wurzeln ip : ipi, p>2 . . . p> n und mit Hilfe derselben (1) ebensoviele 
Werte von (p' : p>'^, (p f 2 . . . p' n . 

Setzen wir nun das Wertepaar p\, p'-y in (2) ein, so erhalten wir <P = <£]_, 
welches von den Werten <? = <Pj verschieden sein muss, die man erhält, wenn 
man <p = ip^, <p' = ip'- daselbst einsetzt, sobald i ^ 1 ist. Setzen wir nun 
<P = <P\ in (4) ein, so genügt dieser Gleichung, als Gleichung für ip aufgefasst, 
der Wert ip = ip\ und nur dieser aus der Reihe der Werte ipi, (p2---<Pm 
welche (3) genügen; denn würde ihr auch tp = tp^, i ^ 1 genügen, so würde 
aus derselben 

Q(fi) + <PjQl(<Pi) - 

Q2W) 

folgen, was nicht möglich ist. Da also (3) und (4) die einzige Wurzel p\ 
gemeinschaftlich haben, so lässt sich diese nach dem Hilfssatze rational durch 
die Koeffizienten der Gleichungen, d. h. rational durch F\ und <&\ ausdrücken, 
oder es ist 

p{u) = R(F(u),$(u)) 

für alle Werte von u, für welche F und <? die oben ausgeschlossenen Werte 
nicht besitzen, und da letztere nur eine endliche Anzahl von Werten von u 
darstellen, die Gleichung aber für das übrig bleibende zweifach ausgedehnte 
komplexe Gebiet von u gilt, so gilt sie ganz allgemein. 

Da nun aus (1) sich ip' rational durch F und ip ausdrückt, so ist auch 

p' = R l (F,<P). 

Wir haben also, wenn wir das in der vorigen und dieser Nummer Erhaltene 
zusammenfassen, folgenden allgemeinen Satz: 

Zwischen zwei beliebigen eindeutigen doppeltperiodischen Funktionen 
F(u), <[>{u) mit denselben Perioden besteht eine rationale Gleichung 

G(F,$) =0 
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und jede beliebige eindeutige doppeltperiodische Funktion vonu mit denselben 
Perioden wie F und <F lässt sich rational durch F und <P darstellen. 



IV. Elliptische Funktionen. 

22. Wir gehen über zu den speziellen doppeltperiodischen Funktionen zwei- 
ter Ordnung, die wir folgendermassen definiren: 

s(«) = ci , c(«) = 02^-—^, Z\(m) = c 3 - 



wobei ci, C2, C3 so bestimmt werden sollen, dass 

S (f)=l, c(0) = l, 4(0) = 1, 
ist, also 

Cl rfiß)' 02 ^2' C3 <?3 
und nach den Formeln auf S. 56 ergiebt sich 

also wird 

ä( "> " **<=>• c(u) - T 2 igüy A{u) = ^^r- (2) 

Diese drei Funktionen heissen elliptische Funktionen und sind eindeutig 
in u und zwar ist s(u) eine ungerade, c(w) sowie A(u) eine gerade Funktion 
von u, da 

s (- w ) = -s(w), c(-u) = c{u), A(-u) = A(u) (3) 

ist, wie sich aus den Formeln (6) S. 55 ergiebt. 

Aus den Periodengleichungen I für die ^-Funktionen S. 53, folgt 

(4) 



s(u + Lü) = — 


s{u) 


c(u + uj) = — 


c{u) 


A(u + uj) = 


A(u) 


Daher ist 




s(u + 2u) 


= s{u) 


c(u + 2u>) 


= c{u) 


A(u + u) 


= A(u 



s(u + Ci/) = 


s{u) 


c(u + u/) = 


-c{u) 


l(w + u/) = 


-A(u 



s(u + u/) = c(u) 
c(u + uj + u> ) = c(m) (5) 

4(^ + 2^') = Z\(w), 
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d. h. die Funktion 

s(u) hat die Perioden 2oj,uj' 
c{u) " " " UJ,UJ + Uj' 

A(u) " " " uj,2uj', 

die, wie wir gleich sehen werden, auch die kleinsten Perioden sind. 

Jede dieser Funktionen hat also ein anderes Periodenparallelogramm, sie 
sind daher nicht rational durch einander ausdrückbar. 

Die Funktionen sind alle von der zweiten Ordnung; denn mit Rücksicht 
auf die Nullwerte der $- Funktionen, S. 62, folgt, dass alle drei Funktionen 
einfach unendlich werden, wenn 

$o( w ) = 0, d. h. u = muj + (m' + ^)ui f 

wird. Also ist 

s(u) = oo u = ^, u + ^j- 

c(u) = oo u = u + ^, 2üü + ^ (6) 

A(u) = oo u= ^, %^ 

und nur für diese Werte innerhalb des zugehörigen ersten Periodenparallelo- 
grammes, wie aus den nebenstehenden Figuren 23a, b, c ersichtlich, welche 

2CO) 

: (li+3co ' I 
2 , 

CO' 

, ,, , ionco' I / : w+u> ' i2(o+w / ,,, / : w+cü ' 

Q] :~2~ I / :~2~ L 2 / °±/ .— 5— 



CO 




30) 
2 




a) su 



b) cu 



c) Au 



Fig. 23. 



Periodenparallelogramme der darunter stehenden Funktionen sind, und in de- 
nen die Werte von u, für welche die Funktionen unendlich werden, durch x 
bezeichnet sind. Hieraus folgt aber, dass diese Periodenparallelogramme für 
die doppeltperiodischen Funktionen zweiter Ordnung su, cu, Au primitive 
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Periodenparallelogramme sind, denn in jedem derselben wird die zugehörige 
Funktion nur zweimal unendlich. 
Es wird ferner 

s(u) = für u = , ui 

c{u) = " u = \u , \oj (7) 

A(u) =0 " u = \uj + \J , \uj + §u/; 

die betreffenden Werte von u sind durch bezeichnet. 
Für s(u) ergiebt sich also 

1 / , 1 / 

71 = 2 W 72 = W + 2 ^ , 

daher 



C = UJ + (J 



2 _ ~~2~ 



Mithin wird mit Rücksicht auf S. 77, wenn 

Q = 2uj, Q = uü 

gesetzt wird: 

s\u) = für u gleich: ^, ^J^, f , %^, (8a) 

wenn man ganzzahlige Vielfache von u> f unterdrückt. 
Ebenso findet man für c(u), dass 

c = 3üü + J ■ ■ • § = ^W 

ist, und wenn 

ß = 2cj, ß = uj + cj 



gesetzt wird, 



c'(u) = ist für u = ^±^, ^W, w , 0; (8b) 

für A(u) ergiebt sich 

c = 2oo , § = w un d fi = OJ, Q = 2uü . 

Also ist 

Z\'(w) = für u = u', J + % , 0, f , (8c) 

wenn man ganze Perioden unterdrückt. 
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23. Aus den Formeln (4) ersieht man, dass 

s 2 (u + ui) = s 2 (u) s 2 (u + ui') = s 2 (u) 



c (u + uj) = c (u) 
A 2 (u + uj) = A 2 (u) 



c 2 (u + ui') = c 2 (u) 
A 2 (u + J) = A 2 (u), 



d. h. s (u), c (u), A (u) sind doppeltperiodische gerade Funktionen mit den 
gemeinschaftlichen primitiven Perioden uj, uj' . Sie sind alle von der zweiten 
Ordnung, denn jede wird nur unendlich für u = ^- und zwar von der zweiten 



Ordnung, wie $n(u) für u 



UJ' 

'0\ U J iU1 <* — T- 
Aus Satz (18) folgt daher, dass je zwei der Funktionen sich rational durch 

die dritte ausdrücken müssen. 

Wir wollen c (u) und A (u) durch s (u) ausdrücken. 

Es wird 



nun wird 

zweimal null, denn es ist 

ds 2 (u) 



c\u) = 
c 2 (u) = 


oo für u = 
für u = 


■J 
2 ' 

U) 

2' 


2 

Lü 

2 


s 2 (!) 


— s (u) für 


u = 


Lü 

~ 2 



* 2 (!) 



s\u) 
also 

Da 

(- 

\ du 
ist nach (8a), d. h. 



du 



(«"$) + 



1 (d 2 s(u) 
du 2 



(-"f) 2 + 



s 2 (%)-s 2 (u) 

fds 2 ( u y 



(--f) : 



L fd 2 s 2 (u) 



2 (*'(«)*(«)), 



du 2 

= 2«' (!) • * (f) 



s 2 {%)-s 2 {u) 



wird für u = ^ gerade so oft null, wie c (u), es wird ferner nur für u = ^- 
unendlich von der zweiten Ordnung, besitzt die Perioden uj, uj'; also muss 



c\u) 



s\u) 
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IV. Elliptische Funktionen. 



da s (tt) = 1 ist, sein. Nun ist c (0) = 1, also ist <£ = 1, daher ergiebt sich: 



Wir haben ferner 



c 2 (u) = l-s 2 (u). 

A 2 (u) = oo, «= <£, ^ 
Z\ 2 («) = 0, «=^, ^< 



(9) 



Es wird 



,2 f oHV 



l~ 



) -s 2 (w) fü 



für u 



U!+üj' 



zweimal null, da wieder 
'd(s 2 u) 



du ) „,_ uj+oj' 
a— 2 



2s' 



I ( Lü+Lü 



'-H 



ÜJ+LÜ 



ist, denn s (^^) ist endlich und s' { ^- ; - 



nach (8a). 



Also ist, da 



2 ftu+üj' 



s 2 (u) 



auch nur für u = ^- unendlich von der zweiten Ordnung wird, die Perioden 
w, ü/ besitzt: 



DaZ\ 2 (0) = 1 ist, so folgt 



2 fuj+ui' 



s 2 (u) 



2 
S Z U 

2 ( io+u' \ ' 



also 



A 2 (u) = 1 



s 2 (w) 



2 (lo+uj' 



(10) 



Mittels (9) und (10) können wir je zwei der Grössen s u, c u, Au durch die 
dritte rational ausdrücken. 

Wenn nun c(u) und A(u) selbst nicht rational durch s(u) ausdrückbar 
sind, so geben uns die Gleichungen (9) und (10) ein Mittel an die Hand, die 
erwähnten Funktionen irrational durch s(u) auszudrücken. Denn es ist 



c(u) = ±\ l-s 2 (u), A(u) = ± 



\ 



1 



s 2 (u) 



2 ( Lü+Lü' 
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Da für u = 



c(u) = +1, A(u) = +1 



ist, so ist für kleine Werte von u das Zeichen + der Quadratwurzel vorzuset- 
zen. Da nun 

c{u + uj) = —cu, c{u + u> ) = — cu, A(u + u>) = A(u), 
A(u + üü') = -Au 

nach (4) folgt, so muss der Quadratwurzel ein anderes Vorzeichen gegeben 
werden, sobald u um ui resp. ui' sich ändert. 
Und, zwar da 

d' c' 

cu = +v 1 — s 2 u 

jedenfalls innerhalb des Parallelogrammes 

ab' gd, Fig. 24, ist, wenn ß 

ab' = b'b = uj] af = fd' = J 

ist, so wird im Parallelogramm b'gcb 



cu 



Vi — s 2 u, 




daher innerhalb des Parallelogrammes ab'df 



cu 



Vi — s^u. 



Ebenso ist innerhalb des Parallelogrammes ab'df 

Au- 



s^u 



und innerhalb des Parallelogrammes fdd'c' 



Au 



\ 



s^u 



UJ+Lü' 



Mithin folgt für Werte 
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cu = +v 1 — s 2 u 
Au = 



,s 2 



\ S (^) 



auch dem Zeichen nach. 

Analog kann man s(u) und c(u) oder s(u) und A(u) mittels einer Qua- 
dratwurzel ausdrücken durch A(u) resp. c(u), wobei dann beachtet werden 
muss, welches Vorzeichen der Quadratwurzel zu geben ist. 

24. Wir führen folgende Grössen, die eine wichtige Rolle in der Theorie der 
elliptischen Funktionen spielen, ein, indem wir 



02 _ W £°° q n{n ~ l) . r-j _ t?o _ 1 + 2 ETi^Tl 



n 2 



x=-^= * ^ x * ä-; Vx' = -^ = "^ v '-^— 11 

03 l + 2E?°9 n ^S l + 2^f 

setzen, wobei der Quadratwurzel das Vorzeichen der rechten Seite zukommt, 
die nur von 



e w 



7T« 



01 (^^) /^\2 



s , «^ _ 03 . "H— ; _ ^ 



abhängt. 
Da nun 



02 tfo(^) V02 
nach den Formeln auf S. 76 ist, so ist 

und man kann daher 



c u + s w = 1, Z\-U + X5"U = 1 



oder 



c(«) = y^l-s 2 ^), A(u) = \/l - x 2 s 2 (m) (12) 

setzen, wobei über das Vorzeichen der Quadratwurzeln die früheren Festset- 
zungen zu beachten sind. 

Es ist 

Z\(|)=+V / l-x 2 , 
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andrerseits aber 



^(1) 



t>0*3 8) 



0o 

#3 



*3*o(2) 

nach den Formeln auf S. 76, also ist nach (11) auch 

Vi 



oder 

woraus nach (11) folgt: 



IX 



X 



x- 



X ' 



J2 



(13) 



0^ + 



4 



'2 i- v = v 3 . (13a) 

Durch die eingeführten Grössen können die Definitionsgleichungen (2) 
auch geschrieben werden: 



s{u) 



1 0i (u) 



, c(«) 



y ^2( 



» 



0o( 



» 



-, A(u) 






(2a) 



25. Von Wichtigkeit für die Rechnungen mit den elliptischen Funktionen 
sind die Formeln für die Änderung derselben bei Zugabe von % resp. ^- zum 
Argument der Funktion. Wir wollen dieselben daher ableiten. 

Wir haben hierzu immer nur die Formeln auf p. 60 und 61 wiederholt zu 

benutzen. Es ist 






3 #!(«+$) _0 3 2 ( U ) _ c(u) 



02 00 { u 
0Q ^ 2 (« 



2 
2 



+ 3) 



2 o ( 

O ^( 



+ 2) 
+ 2) 



2 3 (w) 

gogiM 

2 3 («) 
O O (w) 



4(«) 



-X 



,s{u) 



A{u) 



X 



^3 00 (u+%) 03 ^3H ^(«) : 



3 O (tt) 



C W + 



zAU+%- 



03^1 


(« + £) 


^ 2 O 
00^2 


(«+£) 

(« + £) 


^2 O 
00^3 


(« + £) 
(« + £) 


^3 O 


(« + £) 



02 0l(«) xs(u) 

10 o 3 (m) _ 1 ^(u) 
i 02 0i(w) « xs{u) 

10 O 2 (w) _ lc(«)_ 

i 03 0i(w) i s(-u) ' 
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IV. Elliptische Funktionen. 



u 



u 



Au 



Lü 

2 


+ 


U) 

2 


Lü 

2 


+ 


2 


Lü 

2 


+ 


2 



1 



4(«) 



xs (u + ^) xc(«) 
1 A (u + % ) _ 1 x' 1 

ix s (u + ^) 

lc(«+^) _ 



i x c(m) 
1 ,s(u) 



is(u+%) 

Wir stellen diese Formeln zusammen und erhalten: 

c{u 



«X 



c{u) 



s{u+%) 

c(u+%) 

A(u+%) 



A(u) 
,s(u) 



-x 



X 



4(«) 



( 
( 

A(u 



u 



c[u + 



Lü_ 

2 



2 



^(«) 



1 



(14a) 



xs{u) 

1 Z\(w) 



u 



c\u+% + 



A 



u 



Lü 

2 



■jj_ 
2 



2 



% ks{u) 
lc(u) 

i s(u) 

_ 1 Z\(w) 
x c(w) 
lx' 1 



(14b) 



i x c{u) 
,s{u) 



IM 



c(u) 



(14c) 



26. Nach dem allgemeinen Satze über doppeltperiodische Funktionen zwei- 
ter Ordnung (Satz 19 S. 81) können wir unter Rücksicht auf die Gleichun- 
gen (8) {s'u) , {du) , {A'u) leicht durch su, cu, Au ausdrücken. 
Es ergiebt sich 



{s'u) 



G 2 I ! 



s 2 {u 



*V(ti)) , 



da 



S (3|)=-l, s ( w+ ^)=-I 

ist. Analog folgt: 

(c'u) 2 = G\{1 - c 2 u) (l + ^c 2 u\ , 
(A'uf = G\{\ - A 2 u) (l - \a 2 u) , 

wo G , Gf, G 2 , von einer unter ihnen abhängen. 
Beachtet man, dass aus 



folgt: 



z-iz A 2 1 2 2 

c u = 1 — s u, A u = 1 — K s u 



s u = 1 — c u, x s u = 1 — Au 



so ergiebt sich 



( S V) 2 =G 2 c 2 wZ\ 2 w 
( c ' w ) 2 = J-G 2 s 2 uA 2 u 



x' 2 



x' : 



(Z\ / m) 2 = -^-,G'L 2 wc 2 W . 



Also ist 

s -u = Gcu Au; cu=—G\suAu; Au = — ^-G2sucu, 



indem wir voraussetzen, dass 



s'(0) = G, </($)= Gi, A'(^f)=G 2 
ist, da sich nach S. 56: 



$2tf [ w+^1 ' >•' 



2 
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IV. Elliptische Funktionen. 



ergiebt. 

Da nun s'u und cuAu beide eindeutige doppeltperiodische Funktionen 
mit den Perioden 2a;, u/ sind und die Gleichung 



s u = Gcu A 



ii 



jedenfalls im Parallelogramm ab'df in Fig. 24 auch dem Zeichen nach richtig 
ist, so besteht dieselbe für alle Werte von u. Dasselbe gilt von den andern 
Gleichungen. 

Aus c u = 1 — su folgt aber 



2cu c'u = —2su s'u 



-2suGcuAu, 



also 



/ 
c u 



-GsuAu. 



Analog aus 



woraus folgt, dass 



A 2 u = 1 - k 2 s 2 u 
A u = — x Gsucu, 

d = -x'G, G 2 = ix'G 



ist, und dass also 

/ / / 9 

s u = Gcu Au, cu = —Gsu Au, Au = — x Gsu cu 
sich ergiebt, daher 



(15) 



/ 

5 U 



c'u 



Gyl — s 2 uyl — k 2 s 2 u, 



-x 



GVl-c 2 u\ 1 + 



x- 



>." 



72 



C^U, 



A'u = ix'Gy/l - A 2 u\ 1 



X 



■12 



A 2 



u 



(16) 



ist auch dem Zeichen nach im Parallelogramm ab'df (Fig. 24) richtig, für an- 
dere u aber muss das Vorzeichen der Quadratwurzeln erst bestimmt werden. 
Für die Konstante G ergiebt sich, da G = s'(0) ist, und aus 



s(u) 
s'{u) 



t?3 v'qu "d'-^u — 'diu '&'qU 

T 2 tffa 



folgt 

n = e '((\\ = 

02*V 

denn es ist 
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G = s '( ) = Mi, (17) 



0o(-u) = #<)(«) 
^(_„) = _^( w ), 

und da i?q(w) für jedes endliche -u endlich sein muss, 

*o(o) = -^o(o) = o. 

J_ ■ 

Es hängt also G von q = e <*> ab. 



V. Das Additionstheorem der elliptischen Funktionen. 

27. Das Additionstheorem für die eindeutige doppeltperiodische Funktion 
F(u) von u ist in folgendem Satze enthalten: 

F(u + v) drückt sich rational durch F(u), F'{u), F(v) F'(v) aus, wobei 

Wir fassen F(u + v) als Funktion von u auf, indem wir dem v einen 
beliebigen, aber konstanten Wert beilegen. Als solche ist F(u + v) eine dop- 
peltperiodische eindeutige Funktion von u und lässt sich rational durch F(u) 
und ihre Ableitung F'(u) ausdrücken (Satz 21 S. 84), d. h. es ist 

F(u + v) = Ri{F(u),F\u)). 

Die Koeffizienten von F(u) und F'(u) in R\ hängen von v ab und müssen 
auch doppeltperiodische Funktionen von v sein, denn F(u + v) ändert sich 
nicht, wenn man v um die Perioden von F(u) ändert. Daher lassen sich diese 
Koeffizienten auch rational durch F(v) und F'(v) ausdrücken, und es wird 

F(u + v) = R(F(u), F'(u),F(v), F'(v)) 

sein, wo die jetzt auftretenden Koeffizienten von u und v unabhängig sind. 
Es muss 

R(F(u), F'(u), F(v), F'(v)) = R(F(v), F'(v), F(u),F'(u)) 

sein und 

F(u) = R(F(u),F'(u),F(0),F'(0)) 
= R(F(0),F'(0),F'(u),F'(u)) 

sich ergeben. 

28. Wir wollen die Formeln für das Additionstheorem der elliptischen Funk- 
tionen wirklich aufstellen. 

Wir setzen 

f(u) = s(v + u) + s(v — u), 

indem wir v beliebig, aber vor der Hand konstant annehmen. Dann ist f(u) 
eine eindeutige doppeltperiodische Funktion von u mit den Perioden 2u>, ui' , 
welche nur unendlich wird, wenn s(v + u) oder s(v — u) unendlich wird. 
Nun ist 

s(v + u) = oo für v + u = 2üj , uj + 2 U 
s(v — u) = oo für v — u = 2^', w + 2 W '> 
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d. h. f(u) wird im ersten Periodenparallelogramm nur unendlich für 

u = — v + \oj' , — v + uj + \ui' , v — \u)' ', v — uj — \uJ 

und da v ganz willkürlich ist, so sind diese vier Werte einander nicht kongru- 
ent nach den Perioden, denn wäre beispielsweise 

—V + t}U = V — \uj' , 

so müsste 

— 2v = (mod 2u,u ) 

sein, also v einen der vier Werte 



-UJ, -tt, 5—, U 



haben. 

Unsere Funktion /(w) ist also bei willkürlich gelassenem v von der 4. Ord- 
nung. Suchen wir nun die vier Nullstellen derselben. 

Soll 

f(u) = s(v + u) + s(v — u) = 

sein, so ist 

s(v + u) = —s(v — u) = s(v — u + uj), 

also 

v + u = v — u + uj + 2muJ + m'uj' , 
wo m und m' ganze Zahlen bedeuten. Aus der letzten Gleichung folgt 

2-u = (2m + l)ui + m uj 

oder 

u = (2m + l)f + m'^. 

Von diesen Werten fallen in das Periodenparallelogramm 2uj, uj' die vier fol- 
genden: 

W SüJ UJ+Lü' 3lü+Lü' 

U — 2' 2 ' 2 ' 2 • 
Diese vier Nullstellen müssen für f(u) einfache Nullstellen sein, da f(u) von 
der 4. Ordnung ist. Man überzeugt sich übrigens leicht, dass f'(u) für diese 
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Werte von Null verschieden ist. Diese Werte, welche f(u) = machen, sind 
nach (8a) S. 77 dieselben, welche s'(u) = machen. Für die Werte, für welche 
f(u) = oo ist, wird 

verschwinden und nur für diese Werte; denn der angeschriebene Ausdruck ist 
im Periodenparallelogramm 2u, ui' eine doppeltperiodische Funktion 4. Ord- 
nung von u, da er nur für 



je zweimal unendlich wird. 
Es wird also 



Lü i Lü 

U = TJ-, ÜJ + -j 



s'u 



s 2 [v + ^j -s 2 u 



null und unendlich für dieselben Werte, wie f(u) und sonst nicht. Denn für 



u = tj- oder ui + ^~ 



werden Zähler und Nenner beide von der zweiten Ordnung unendlich, der 
Bruch bleibt also endlich . Daher ist 



f(u) = s(v + u) + s(v — u) = C- 



s'u 



s 2 (v + ^-) - S 2 U 



wo C eine von u unabhängige Grösse ist. 
Nach den Formeln (14b) ist 



V z / MSV 



HSV 

also ist auch 

s(v + u) + s(v — u) = c 



2 2 / 
X SV S U 



1 — X 2 S 2 V S 2 U 

Setzt man u = 0, so wird 

9 9 

2si> = ex s vG, 
da s'(0) = G ist und daher 

22 2 

CK S V = —SV] 
Gr 
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also ist 



1 2sv s'u 
s(v + u) + s(v — u) 



G 1 — x 2 stA' 



woraus 



2su s'v 

2 2 ^ 
X z S*US V 



s(v + u) + s(u — v) = — ^—^ — s- (18a) 



folgt, wenn man in der ersten u mit v vertauscht. 
Beachtet man, dass nach Gleichung (15) 

s'u = Gcu Au 

ist, so wird 

IsucvAv 

S{U + V) + S{U - V) = s-s s- 

1 — X z S z "US z f 

2si>cuZ\-u 

S(« + f ) — S(W — V) = s- s ^~ 

1 — X z S z "US z f 

Durch Addition und Subtraktion ergiebt sich schliesslich 

sucv Av + sv cu Au 
s(u + V ) = 



(18b) 



1 — x z s z -us z t> 

sw ci> Z\i> — sv cu Au 

s{u — v) = — 



(19a) 



22 2 

x z s z -us z w 



welche Formeln das Additionstheorem für die Funktion s(-u) aussagen. 
Setzt man 

c(v + u) + c(v — u) = f(u) 
c(v + u) — c(v — u) = (p(u), 

so ersieht man, dass f(u) und <p(u) nur unendlich werden, wenn c(v + u) oder 
c(v — u) unendlich wird d. h. für Werte von u für die 

1 2 2 2 

1 — x s V s u 

verschwindet, wie wir soeben bei der Funktion s(v + u) sahen. Es wird 

f(u) = 0, u = %,^,cü + ^,2cü + ^ 
p(«) = 0, u = 0, 00, ^, ^W 
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also ist 

<•/ \ ä cu 



1 — X 2 S 2 «S 2 M 



y(u) = B ■ =-ö 2~~ = ~ 5G i 2~2 9~- 

1 — X Z S Z V S Z U 1 — X Z S Z V S Z U 

Setzt man in der ersten Gleichung u = 0, in der zweiten -u = ^, so wird nach 
den Gleichungen (14) 

2cv = A, 2svAv = BG 

sich ergeben, und daher ist 

CUC1> 

c(m + v) + c(w — u) = 2 



1 — X Z S^US Z V 

sw /Aw su Av 
c(u + v) — du — v) = —2; s-s — s— . 

1 — X Z S Z US Z V 



c{u + v) = 2~~2 2 ' (20a) 



mithin 

cw et» — su sv Au Av 

1 — x z s z us z v 

Aendert man in s(u + v) u um ^ , so erhält man 

c(m + f ) cw et» Au Av — x su sv cu cv Au Av — x. .su sv 

A(u + v) A z u — X Z C Z U C Z V X ,z + X Z C Z U c z v 

Mit Hilfe der Gleichungen (12) ergiebt sich 

{cu cv Au Av — x su sv)(Au Av — x susv cu cv) 

= cu cv(A u A v + x x s us v) — susv Au Av(x + x c uc v) 
= {cu cv — su sv Au Av){x + x c uc v) 

also ist 

c(u + v) cucv — susvAuAv 



A(u + v) AuAv — x z susv cucv 
und zufolge (20a) daher 



AuAv — x su sv cu cv 
1 — x z s z us z v 



A(u + v) = *-* — * . (21a) 



Diese Ausdrücke für s(u + v), c(u + v), A(u + v) kann man zufolge der 
Gleichungen (12) noch auf andere Formen bringen. Denn es ergeben sich 
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leicht die Identitäten: 

(cu cvAuAv — x' su sv) (AuAv — x susv cu cv) = 

= (cucv — susvAuAv)(n + x c uc v), 

(AuAv — x susv cu cv) (AuAv + x susv cu cv) = 

= (1 — x s us v)(x + x c uc v), 

(su cvAv + sv cuAu) (AuAv + x susv cu cv) = 

= (1 — x s us v)(sucvAu + sv cuAv), 



und daher wird 



su cvAu + sv cuAv , , , 

s(u + v) = — — 5 (19b) 

ZA-UZif + X Z 5W SV CU cv 

cu cv AuAv — x susv , , . 

c « + u = (20b) 

Z\-uZiw + K A SU SV cu cv 

x /2 + x 2 c 2 -uc 2 i> . ^ , 

^ M + V = A A I 2 • ( 21b ) 

AuAv + X Z SM SV CM cv 

Aus den folgenden Identitäten 

(su et» Z\i> + st» cw/Aw) (sw cwZif — sv cuAu) 
= (s u — s v)(l — X s us v), 

(cucv — susvAuAv)(sucvAv — svcuAu) 
= (sucuAv — sv cvAu)(l — x s us v), 

(AuAv — x susv cu cv)(su cvAv — sv cuAu) 
= (su cvAu — sv cuAv) (1 — x s us v) 

ergeben sich dann die Formen 

2 2 

su — sv ,_ , 

s(u + v) = — (19c) 

su cvAv — sv cuAu 

su cuAv — sv cvAu 

c(u + v) = — 20c 

su cvAv — sv cuAu 

su cvAu — sv cuAv 

A(u + v) = — . 21c 

su cvAv — sv cuAv 
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V. Das Additionstheorem der elliptischen Funktionen. 



Stellen wir die erhaltenen Formeln zusammen, indem wir auch für v, —v 
setzen, so erhalten wir: 



s(u ± v) 



su cvAv ± sv cuA 



II 



1 



X 2 S 2 -U5 2 f 



su cvAu ± sv cuAv 
AuAv ± yp'su sv cu cv 



2 

s z u 



2 

s A v 



c(u ± v) 



su cvAv =F sv cuAu 
cu cv =F su svAuAv 



(19) 



1 



2 2 2 

K A S A US A V 



■12, 



A(u±v) 



cu cvAuAv =F x susv 
AuAv ± x 2 5-u si> cu et» 
s-u cm^Au =F sv cf/dw 
s-u ct>Z\i> =F S1> CM/Ali 

AuAv =F ^ su si> cu cu > 



(20) 



1 



x 



,/2 



2 2 2 



AuAv ± X 2 5W S1> CU Cf 

s-u cvAu =F st> cuAv 
su cvAv =F si> cuAu 



(21) 



Jede dieser drei Formen geht über in die anderen lediglich durch Benutzung 
der Gleichung (12) 



c u + s u = 1, Z\w + X 5 -u 



1. 



Es ergiebt sich auch noch einfach 

s(w + v)s(u — v) 



2 
S A U 



2 

s A v 



2 2 2 ' 

K A S A US A V 



(22) 



da 



(su cvAv + sv cuAu) (su cvAv — sv cuAu) 
= (s u — s v)(l — X s us v) 



ist. 
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Für jede ganze Zahl m lässt sich s{mu) rational durch su und s'u aus- 

S ( TD II ) 

drücken. Es ist y su ' eine gerade doppeltperiodische Funktion von u, wel- 
che die Perioden 2uo und ui' besitzt. Dieselbe lässt sich also rational durch 
" L ~" ' allein ausdrücken [nach dem ersten Satz 18 S. 77]. Da nun 



s u 



(u + ^f) 



s u 



1 Au _ 1 s'u 
k cu Gxc u 



ist, so lässt sich 



s(mu) 



rational durch s'u und s u ausdrücken, so dass 



s(mu) = su R(s u) + s'uP(s u) 
ist, wo R und P rationale Funktionen des Arguments s sind. Da nun 

s(u + üj) = —SU, S (u + üü) = S U, s'(u + üü) = —s'u 

ist, so folgt für ein gerades m = 1v 

s [2u(u + u)] = s(2vu + 2vuü) = s(2vu) = -su R(s 2 ) - s'(u) P(s 2 ) 

d. h. es muss R(s ) = sein, also ist 

s{2uu) = sus uP(s u); 
für ein ungerades m = 2v + 1 ergiebt sich dann 

s[(2u+l)u] = suR(s 2 u). 



Die explicite Darstellung der Funktionen P und R bietet keine besondere 
Schwierigkeit, da alle Null- und Unendlichkeitsstellen derselben bekannt sind, 
doch soll dieselbe hier übergangen werden. Man vergleiche hierzu: Abel, 
»Precis d'une theorie des fonctions elliptiques< Grelle Bd. 4 S. 236, sowie 
die neue Ausgabe seiner gesammelten Werke Christiania 1881 Bd. I S. 518; 
KÖNIGSBERGER, >Vorlesungen üb. die Theorie der ellipt. Funktionen«: Leip- 
zig 1874 IL Theil S. 204 u. 208 u. a. 



VI. Additionstheoreme der Thetafunktionen. 

29. Aus dem Additionstheorem für die elliptischen Funktionen ergeben sich 
Additionstheoreme für die ^-Funktionen, und umgekehrt ergiebt jedes Ad- 
ditionstheorem für die ^-Funktionen, wie wir sehen werden, ein Additions- 
theorem für die elliptischen Funktionen. 

Führen wir in die Formel (22) -^-Funktionen ein, so wird dieselbe, da 

S{U + V) = — S ( W - V ) = — — r 

»2'#o(' u + ' y ) #2v()(w — f) 



ist, lauten 



$2$0<X)' $2$o(^ 

tf 1 (u + t>)tf i (« - v) _ $\u -&lv - $\v $lu 



i!}q(u + v)'&q(u - v) fi^u -d^v - tifv 'ßfu ' 

Da Zähler und Nenner rechter Hand für allgemeine Werte von u und v 
keinen Faktor gemeinschaftlich haben und der Zähler links und rechts für 
u = v verschwindet, während der Nenner endlich bleibt, so kann man 

Q&l (u + v)'ßl (u ~ V) = "d\u 'ÖqV - -diV $qU 

r\ r\ 

g$o(u + v)'3q(u — v ) = $qV i!)qU — 'div ^w 

setzen, wobei g zu bestimmen ist. 
Nun ist 

Q ~ 



$l(u + v )$i(u — v) 

aus der ersten Gleichung bestimmt, bei konstantem v eine doppeltperiodische 
Funktion von u, mit den Perioden u>, ui' . Denn ändert man u um oj, so bleibt 
Zähler und Nenner ungeändert. Aendert man aber u um u/, so wird 

■&\(u + J) &lv - $\v $l(u + J) = 

ßl(u + v + u)')'&i(u-v +üü') = 

= $ 1 (u + v) $i{u - v)e- 2 ( 2u+üjh > - , 

also bleibt g auch ungeändert. Es kann nun g im Periodenparallelogramm u>, 
uü' unendlich werden nur für u = v und u = —v; da aber für diese Werte der 
Zähler auch verschwindet, so kann g überhaupt für keinen Wert von u im 
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Periodenparallelogramm unendlich werden, ist also von u unabhängig. Setzt 
man also u = 0, so wird 

auch von v unabhängig und von Null verschieden. 

Dieselbe Betrachtung ergiebt für g aus der zweiten Gleichung denselben 
Wert. Also ist 

#§#l (u + v)$i (u-v)= 'ßju $lv - 'ßjv $lu 
•&1$q(u + v)öo(u - v) =$ludlv-$\u$\v. 



Ersetzt man in beiden u durch u 



Y, so erhält man 



"$0^2 ( u + vjd^u — v) 

fr 






4u4v 






Aendert man in diesen Formeln u und v jedes um ^, so bleibt die linke 
Seite bis aufs Vorzeichen ungeändert, während rechts andere ■#- Funktionen 
auftreten; man erhält daher für jede linke Seite zwei Ausdrücke. Es ergeben 
sich hierdurch folgende Formeln 



0§#l (u + v)&i (u-v) = ti\u tiftv - d\v $lu y 



#0$o(w + f)^o( w ~~ v ) 



'&q'&2{ u + v)'Ö2{ u ~ v ) 



$q$3(u + V )'&s( u ~ v ) 



$lu<&lv 









(22) 



Die zweite Gleichung liefert uns eine bereits bekannte Relation, wenn man 
u = 0, v = setzt, nämlich 



<% = # 



$ 



oder 



■&% + ■& 



1 



m 



die wir auf S. 95 (13a) bereits gefunden haben. Eine Aenderung von u und 
v um tj- lässt beide Seiten der Gleichungen (22) ungeändert. 
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VI. Additionstheoreme der Thetafunktionen. 



Die erste Formel (18b) giebt, wenn man die elliptischen Funktionen durch 
die d- Funktionen ersetzt: 

"#3 $i(w + v)'&q{u — v) + "&i{u — l>)$o(w + v ) 
$2 $o( u + v)"&q(u — v) 

$q $0W&iU$2 v $3 v 

•&\ ' $lu$lv-$\w8\v 
und zufolge der zweiten Gleichung (22) 

^2^3 [i?l(w + v )'&q(u — v) + i?i(w — f)t?o(' u + w )] 
= 2t?o M '$l' u '#2' y ^S^j 

woraus durch Vertauschung von -u und i> folgt 

$2^3 [$i(w + v )$o(u — v) — "&\{u — v )$o(u + v)] 

= 2t?o^ "&1V r &2 u $3U. 
Durch Addition und Subtraktion beider erhält man die Gleichungen 

#2$3$l(w + v)'&q(u — v) = $ow&iW&2 v $3 v 

+ '&QV'ßiV'ß2U'ß^U 
#2$3$1 (u — v)$o(u + v) = 'ÖqU d\U $2 V $3 V 

— dQV $IV $2U $3U 

$2$3$2( w + v)$3(u — v) = $3W&2 U $2 V $3 V 

— dQV $i i> 'diu 'Öqu 

1?2$3$3(w + v)$2(u — V ) = $3U $2 U $2 V $3 V 

+ fiQV&iV 'di'U'&oU 

von welchen die letzten zwei aus den ersten zwei folgen durch Aenderung von 



(23) 



u um 



2- 



30. Die vorstehenden Formeln, welche aus dem Additionstheorem für s(u) 
folgten, werden wir späterhin allein verwenden. Doch soll hier, unabhängig 
von dem Vorhergehenden, ganz selbständig ein Additionstheorem für die 
^-Funktionen abgeleitet werden. Aus den Formeln, welche wir für die •&- 
Funktionen erhalten werden, ergiebt sich dann umgekehrt das Additions- 
theorem für die Funktionen su, cu, Au. Die im Folgenden durchgeführte 
Ableitung des Additionstheorems ist die von Herrn Prim im Crelle'schen 
Journal Bd. 93 S. 124 für -^-Funktionen beliebig vieler Argumente gegebene. 
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Wir definirten die allgemeine i?-Funktion durch die Gleichungen 
•&(u + w,e,e') = (-\)H(u,e,e!) 



(a) 



dann war 



•d{u,e + 2v,ef) =&(u,e,e') 

■&(u, e, e' + 2/j,) = (-l) £ ^(u, e, e'), 

■&(-u,£,e') = (-l) ££ '$(u,£,£ r ) 



-yf 



Wir führen folgende Grössen ein: 



x, £ + x je 



c(u+; 



(b) 

(c) 
(d) 



u + v + w + t = 2u 
u + v — w — t = 2v 
u — v + w — t = 2w' 
u — v — w + t = 2t , 



i \ 



woraus 



U + V + w +t 
u + v — w — t 
v! - v' + w' - t' 



2u 

2v 
2w 
■u — i> — w + t = 2t 



(24) 



folgt. Betrachten wir für einen Augenblick v, w, t als konstant und nur u 
variabel, und setzen demgemäss 

0(2«', £, £')'&(2v', £, £')$(2w', £, £')#(2t', £, £) = if(2u, £, £). 



Ersetzt man nun u durch 



u 



2- 



so ändert sich 



2u' 2v' 2w' 2t' 



jedes um ^ , also wird nach (d), da x = ist, das Produkt der vier Funktionen 
übergehen in 

'ß(2u, £, £ + l)0(2u', £, £ + 1)0(2«/, £, £ + l)'ß(2t', £, £ + 1) 

= (p(2u,e,e' + l) 
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oder es ist 

(p(2u + u>, e, e') = ip(2u, e, e' + 1). 

Aendert man u aber um ^-, so wird nach (d) 

x = 0, x = 1, 

also 

(2m' + ^, e, e') fov' + £,e,e'}# fow' + ^,e,e')# ht' + ^,s, A 
= ö{2u', e + \,e!)ö(2v', e + 1, e')tf(2u/, e + 1, e') 

xt?(2i , , £ + l, £ >-( 4uW )^, 

daher ist 

</?(2w + u>, e, e') = <p(2u, s, e' + 1) 
<p(2u + u', s, e') = <p(2u, e + 1, e')e-( 4uW ^ . (e) 

Nach Gleichung (b) ergiebt sich ferner 

cp(2u, e' + 2v, e') = cp(2u, s, e') 
ip(2u,e,e + 2fx) = (p(2u,e,e ), 

d. h. die ip(2u,e,e') sind nur für Werte es' von einander verschieden, die 
oder 1 sind. Wir wollen die vier Werte 

¥>(2u,0,0), ¥?(2«,1,0), ¥?(2«,0,-l), ¥?(2«,1,-1) 

als die Fundamentalwerte annehmen, also (e, e') die Wertepaare 

(0,0), (1,0), (0,-1), (1,-1) 

durchlaufen lassen. In diesem Sinne setzen wir 

<P(2u) = J2^u, e,s>), 
e,e' 

dann wird nach der Gleichung (e) 

$(2u + u) = <P(2u) 



${2u + J) = $(2u)e 



-(Au+lü' 



/\ ni 
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Mit Rücksicht auf die Gleichungen (a) folgt hieraus, dass 

#(2u) =c -0(2«, 0,0) 

ist, wo c von u abhängig ist. 

Führt man in ip(2u, e, e') an Stelle von w' , t' . . . — w' , — i' ein, so wird das 
Produkt 

0(2«/, e, e')0(2*', e, e') = &(-2w', e, e')tf(-2t', e, e'), 

d. h. ip(2u,e,e') bleibt ungeändert. 

Zufolge der Gleichungen (24) tritt aber an Stelle von u . . . v. Daher ist 
<P(2u) dieselbe Funktion von v, wie von u, d. h. es ist 

0(2«, 2v) = c0(2t>, 0, 0)0(2«, 0, 0), 

wo c von u und v unabhängig sind. 

Führt man nun —v', —t' an Stelle von v', t' und dann —v, —w' an Stelle 
von v f , w' ein, so erkennt man, dass auch von w und t dieselbe Funktion 
sein muss, wie von u d. h. dass 

<5(2w, 2v, 2w, 2t) = c0(2w, 0, O)0(2t>, 0, O)0(2w, 0, O)0(2£, 0, 0) 

ist, wo c von u, v, w, t unabhängig ist. 
Wir erhalten mithin die Gleichung 

c • 3 (2w)0 3 (2t>)0 3 (2«;)03(2t) 

= Y^ 0(2«', e, e')ö(2v', ^, £ / )0( 2 «' / , e, e'M 2 *', e, e') 



£,£' 



3 (2m ')0 3 (2d ')03 (2«/)0 3 (2t') 
o (2M / )0 o (2f / )0o(2w / )^o(2t / ) 
2 (2u')02 (2v')02 (2u/)0 2 (2t') 

01 (2« )0i (2t>')0i (2«/)0i (2i'). > 



(f) 



Um c zu bestimmen, können wir 

u = 0, v = 0, w = 0, t = 0, 
also auch 



setzen, dann folgt 



u' = 0, v' = 0, «/ = 0, t' = 0, 



c4 = 4 + 4 + 4 
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oder 

( C - 1)4 = 4 + 4 

da wir aber auf S. 95 fanden 

4 = 4 + 4, 

so ersieht man, dass c = 2 sein muss. 

Wir rekurriren hier aber nicht auf diese Formel, sondern wollen vor der 
Hand c in der Gleichung behalten, da wir gleich ein Mittel bekommen, diese 
Konstante direkt aus der Entwickelung zu bestimmen. 

Vertauschen wir in der angeschriebenen Formel u, v, w, t mit u', v' , w' , 
t', so muss dieselbe Geltung behalten, wie aus den Gleichungen (24) folgt. 
Es ist dann 

cß(2u, 0, 0)tf (2t/, 0, 0)tf(2u/, 0, 0)&(2t' , 0, 0) 

= J2 ^( 2w > £ > e')^(2u, e, e')tf(2w, e, e')tf(2t, e, e') 
e,e' 

Nun setzen wir an Stelle von 

2m, 2v, 2w, 2t 

die Grössen 

2u + r] uj + r]u , 2v + p j + £>^-, 

2w + a l % + a<^, 2t-^co-^Lü, 

dann gehen nach (24) 



2u', 2v', 2w', 2t' 
über in 

2u' + r/£ + vi, 2v' + ^ w + 2£V, 

2«;' + ^ w + 3£V, 2t' + ^-^-^ o; + tt<V. 
Zufolge der Gleichung (d) wird daher 

■& {2u' + r/| + §w, 0, 0) ■& fov' + ^w + ^+v, o, o) x 
tf (V + ^^ + 2+V, 0, 0) t? (2t' + 2^=^w + 2=pV, 0, 
= 0(2u'; 77, t/)0(2v'; v + ß,v' + q')'&(2w'] 77 + g,rf + ß') 
x$(2t';ri — p — (7,7]' — p' — a')e~^ , 
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' L i+l u + zz+v 



I _,_ y'+cr' , 77+CT /' 



/ n'-g'-a' , -g-Q-a 1 

J 2 w ~i J — ^ 



wobei 

N = r] 2u' + ^uj + \uj' +{jj + g) 2c 

+ (77 + er) |W 

ist. Ferner ist 

•d (2m + 77'u; + 770;', £, e') $ ( 2v + ^uj + |u/, e,e'\ x 

7? (2«; + ^u + f u/, e, /) (2t - ^c^ - ££V, e, £ 
= t? (2m, £ + 2?7, e + 277') (2u, e + g, e' + g) x 

•& (2w, e + a,e' + a) •& (2t, e - g - ct, e' - g' - ct') e^ M ^', 
wobei 

M e£ , = 2?7 [2m + ^^-u + Jo/1 + ß 



2w + ^^ + f J 



CT 



2w + ^±^w + W 



(q + <t) 



2t 



e'-g'-a' g+cr 1 

ö CJ — — 1 — Ul 



Setzen wir dieses in die frühere Gleichung ein, so wird 

cd{2u , 77, 77 )t?(2f , 77 + 0, 77 + £> )t?(2m , 77 + ct, 77 + er ) x 

7?(t , 77 — £> — (J, 77 — £> — er ) = 

^ t?(2m, £ + 277, e' + 277') x t?(2d, e + g, e + 0') x 

0(2w, £ + CT, £' + Cr')tf(2t, £ - ß - CT, ff' - Q 1 - a')e~ ^ M ee'~ N \ . 

Wir reduciren nun die Exponentielle. Es ist 



M ££ , = 2 [2t]u + g(v - t) + a(w - t)] + 



2 , g 2 , a 2 , (g+a) 2 



u; 



r'-L „' J I _/ 



-/ „/ _' 



77^' + 277') + g^- + ct^- - ( e + of-^f^ 



lü. 



Aus den Gleichungen (24) führe man für m, v, w, t die u', v' , w', t' ein, 
so wird 



M ££ i = 2 [r)v! + (77 + 0)1/ + (77 + (j)w' + (77 - q — a)t'] 

27777' + gg' + ctct -i 2 



n 2 , g 2 ,a 2 , (g+g) 2 



u; 



/ 1 pa'+an' , 1 

- ! - - — + e 77 



CJ. 
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VI. Additionstheoreme der Thetafunktionen. 



Nun kann man N umformen in 



N = 2 [r)v! + (77 + g)v' + (77 + a)w' + (77 - g - a)t'] 



v 2 1 (v+q) 2 1 (^?+g) 2 , {■n-a-o) 2 



CJ 



„/ „/ _/ 



^ + (r / + ,)^ + (r ? + a)^ + ( ?7 -,-a)^^ 



Lt,' 



2 [r/u + (77 + £>)v' + (77 + <r)«/ + (77 - £ - a)t'] 

27777' + £>£>' + er er -1 ? 



2 , ß 2 , a 2 (ß+a) 2 
^ + T + X "i 3 — 



u; 



/ . ga'+g'a 



iü. 



Mithin ist 
also 
und da 



M ££ , - N = e'rjuj, 



e-t[ M es>- N \ = e- £,r >™ = (-1)"^ = (-1) £,? ? 



0(2u, £ + 2?7, e' + 2t]') = (-l) £r ^(2w, e, e') 
ist nach der Gleichung (b), so folgt einfach 

cd{2u , 77, 77 )'&{2v , 77 + g, rj + g ) r ß(2w ,77 + <j, 77 + er ) x 
0(2t', 77 - e - a, rj 1 - g' - a') = ^(-lf'+^^w, e, e') 



£,£' 



t?(2f,e + ^, e + £» )i?(2tü,e + a, e + <r )$(2t,e — g — a,e —g —er). 

Hierbei sind 7777', gg', aa' beliebige ganze Zahlen, die man aber nicht 
grösser als und 1 zu nehmen braucht. 

Die vorstehende Gleichung giebt uns ein Mittel an die Hand, die Kon- 
stante c zu bestimmen. Wir setzen in derselben g = 0, g' = 0, o = 0, a' = 
und erhalten: 

cd{2u', 77, r/)7?(2t/, 77, t/)0(2u/, 77, r)')ti{2t' , W) 

= ^(-l) e??,+£,?? 7?(2 W , e, e')d(2v, e, e')d(2w, e, e')ö(2t, e, e). 

ee> 



Wir summiren nun rechts und links über alle zulässigen 77, 77' und erhalten, 
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wenn wir rechts die Summation über 77, rj f mit der über s, e' vertauschen: 
c 2^ 0(2« , 77, 77 )0(2i> , 77, 77 )0(2« , 77, 77 )0(2£ , 77, 77 ) 

= J^ ^(-1)^+^0(2«, e, £ ')0(2tj, e, £ ')0(2«, e, e')t?(2t, e, e) 



e,e' Tf,rf 



E 



£,£■' 



0(2«, e, eV(2v , e, e')ö{2w, e, s')i){2t, e, e) ■ J^(-l 



,er/'+e'r] 



V,V 



Der zu jedem Summanden für ein bestimmtes ££ ; zutretende Faktor 

E(-i: 



\er]'+e'r] 



V,V 



ist aber null, sobald nicht £ = 0, e' = ist, denn es ist 

^(_1)^W = (_!) + (_!)£' + (_!)-£ + (-l) £ - £/ = 0, 



77,77' 

wenn nicht £ = 0, e' = ist. Für e = 0, e' = wird 

y^(_l)£VW = 4 
77,7/' 

und daher ist: 
c J^ 0(2«', 77, t/)0(2u', 77, t/)0(2«/, 77, r)')tf(2t' , 77, 77') 

= 40(2«, 0,0), 0(2tj,O,O), 0(2«;, 0,0), 0(2i,O,O). 



77,77' 



Aus der Gleichung (f) auf Seite 113 folgt aber, wenn man beide Seiten 
mit c multiplizirt und 7777' statt es' schreibt: 

c y^ 0(2« , 77, 77 )0(2i> , 77, 77 )0(2« , 77, 77 )0(2t , 77, 77 ) 



77,77' 



daher ist 



c 2 0(2«,O,O) 0(2t>,O,O) 0(2«, 0,0) 0(2t,O,O), 



c = 4 und c = ±2. 
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VI. Additionstheoreme der Thetafunktionen. 



Welches Vorzeichen zu nehmen ist, entscheidet man leicht, da aus der 
Gleichung (f) für 

u = 0, v = 0, w = 0, t = 



folgt 



c&% 



4 + 4 + 4, 



und nach den Gleichungen auf S. 59 



i4 



2^ 
1 



oo 

1 



i4 



i4 



l + 2^(-l)V 2 



16g 



i4 



Sp q n{n-1) 



für q = 0, c = +2 folgt. 

Wir erhalten daher als Schlussgleichung 



2t?(2w , r), r] )t?(2t> ,r) + g,r) + g )$(2w ,rj + a,rj + u ) 

x$(2t',r]- Q-a,rf - g' - a') 

= ^(-1)^+^(2«, e, e')-d{2v, s + q,s' + g') 



(25) 



£,£' 



xt?(2w;,e + a,e / + a / ),^(2i,e- g- a,e' - g' - 
wobei zwischen den Argumenten die Relationen stattfinden: 



o 



u + v + w + t = 2u' u' + v' + w' + t' = 2u 



u + v — w — t = 2v 
u — v + w — t = 2w 
u — v — w + t = 2t' 



u 

/ , / , i 

U + V + w 



t' 



II 



u 



2v 
w — t =2w 



i 

■) 

w' 



(24) 



t' = 2t. 



Die Formel (25) enthält 20 von einander wesentlich verschiedene $- 
Relationen. Man kann linker Hand drei der $ beliebig annehmen, dann ist 
die vierte bestimmt, da 7777', gg' , aa' durch diese Annahme bestimmt sind. 
Wählt man alle drei $ mit denselben Charakteristiken , so hat die vierte $ 
auch dieselbe Charakteristik. Denn ist 



r? = rj + g + 2v 
rj' = 7/ + g' + 2v' 



n 



a 



o 



2fi 
2fj,' 
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(fi //, v v' ganze Zahlen), so folgt: 



V ~ Q 

v'-q' 



G 



(T 



V 



2{jJ 



a 



(T 



d. h. die Charakteristik der vierten $ ist auch (77,77'). 

Wählt man zwei der $ mit denselben Charakteristiken, so haben die zwei 
übrigen auch gleiche Charakteristiken. Denn ist 



V + Q 
rj' + g' 



V 



2// 
2v' 



so folgt, dass 



V ~ Q 



a 



V 



a 



o) 



o 



2(v 
rf - g' - a' = 77' + a' - 2(u' 

ist, und dass also die anderen zwei $ gleiche Charakteristik besitzen. 

Hieraus folgt: Nimmt man bei drei der i? verschiedene Charakteristiken 
an, so hat die vierte $ die noch übrigbleibende vierte Charakteristik. 

In der Formel (25) sind also 20 verschiedene Formeln enthalten, nämlich: 

4 Formeln, in denen linker Hand dieselbe ^-Funktion auftritt, 

4 ,, ,, ,, ,, ,, vier verschiedene, 

2-6 ,, „ „ „ „ zwei gleiche 

^-Funktionen auftreten. 

Wir wollen diese Formeln hier folgen lassen. 
Setzt man zur Abkürzung: 



(26a) 



i7 x = x (2«)0 x (2u)0 x (2u;)0 x (2t) 
und , , , , , 

ri H = t? x (2 M >x(2ü> x (2«;> x (2t / ), 


so ergiebt sich aus der Formel (25): 




2ii^ = n 3 + n 2 + n 1 + n 


für 


v = 0, v , = 0;g = 0,g , = 0; 
a = 0,a' = 0; 


2n' 2 = ii 3 + n 2 - üi - n 


55 


77 = 1, 77' = 0; g = 0, g' = 0; 
a = 0,a' = 0; 


2n[ = n^-n 2 + n l -n 


;; 


77 = 1, 77' = — 1; g = 0, g' = 
a = O,0-' = O; 


2n' = n 3 -n 2 -n 1 + n 


;; 


77 = 0, 77' = — 1; g = 0, g' = 
cr = 0,£T' = 0; 



(26) 



2P 3 = 


= ^3 + ^2+^1+^0 


2i7 2 = 


= n 'z + n 2- n 'i-K 


2i7i = 


-n' z -n' 2 + n[-n' Q 


2P = 


-n' z -n' 2 -n[ + n' Q . 
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Diese Gleichungen (26) sind dieselben, wie die Gleichungen (24), wenn man 
u, v, w, t durch P3, n 2 , ili , TIq ersetzt, und aus ihnen folgt auch in genau 
derselben Weise die Auflösung nach den II X , nämlich 



(26) 



Jede Relation, die sich zwischen den Grössen u, v, w, t; u', v f , w', t' als 
Folge der Gleichungen (24) ergiebt, besteht auch notwendig zwischen den 
■^-Produkten, und umgekehrt. 

Setzt man 

P 3 = 3 (2u)0 2 (2u)0o(2w)0i(2t) 

P 2 = $ 2 {2u)$2>{2v)$i{2w)$Q{2t) 

Pi = ^i(2M)^ (2f)^ 2 (2w;)^3(2t) 

P = ^ (2«)^i(2v)^ 3 (2w)^ 2 (2t), 

so ergiebt die Gleichung (25) 



(27a) 



(27) 



2$ l (2u>)$ {) (2v')$ 2 {2w')$z{2t') = Pi + p 2 + p 3 + p Q 
20 2 (2u / )03(2*/)0l(2«/)0o(2t / ) = Pl + p 2 _ p 3 _ Pq 

20 3 (2u')ö 2 (2i/)0 O (2«/)0i(2t') = Pi - P 2 + P 3 - P 

20 o (2u')0l(2u')03(2«/)02(2t') = Pi - P 2 - P 3 + P 

für 77 = 1,77' = — 1; Q = 0, g f = — 1; <7 = 1,<j' = 

" jy = 0, 77' = -1; e = 0, #' = -1; er = 1, er' = 

" n = 0, 77' = 0; ß = 0, ^ = -1; a = 1, o' = 

" ,7 = 1, rj' = 0; q = 0, ß' = -1; a = 1, er' = 0. 

Durch Auflösung dieser erhält man, wenn P' H aus P x hervorgeht, durch 
Vertauschung der u, v, w, t mit u', v', w' , t': 



(27) 



2Pi 


= P[ + P' 2 + P^ + Pl ) 


2P 2 


= P{ + P2-PS-PÖ 


2^3 


= P{-P2 + P3-P0 


2P 


= P{-P2-P3 + P0- 



Diese Gleichungen gehen über in die Gleichung (24), wenn man 
P 1 ,P 2 ,P 3 ,P 0] P[,P^Pi,P( ) 
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resp. ersetzt durch 

u, v,w,t;u f ,v f , w' ,t' 

und jeder Relation zwischen den -u, v, w, t und u' , v' , w' , t' muss daher einer 
Relation zwischen P und P' entsprechen. 
Wir setzen ferner: 

n ih = i (2u)0 i (2v)0 h (2w)0 h (2t) 

n' lh = WZu)HZv')V h {2w')$ h {2t'), 

so ergiebt die Gleichung (25) für leicht zu bestimmende Werte die Charakte- 
ristiken: 



2#03 

2ij; 2 

2n' 2l 

2#30 

2#02 
2i7[ 3 

2#20 

2n' 31 

2#32 

2#23 

2ü; 

2i7 01 



#03 + #12 + #21 + #30 
#03 + #12 - #21 - #30 
#03 - #12 + #21 - #30 
#03 - #12 - #21 + #30 
#02 + #13 + #20 + #31 ' 
#02 + #13 - #20 - #31 
#02 - #13 + #20 ~ #31 
#02 - #13 ~ #20 + #31 
#32 + #23 + #10 + #01 
#32 + #23 ~ #10 ~ #01 
#32 - #23 + #10 - #01 
#32 - #23 - #10 + #01 , 



(2* 



(29) 



(30) 



Es ist ohne weiters klar, wie man jede Relation zwischen den u', v f , w', 
t', u, v, w, t durch solche zwischen den Grössen 77^ und II'- , ersetzen kann. 

Hier einige Relationen zwischen den Grössen, die sich aus den Gleichungen 
(24) ohne Mühe ergehen: 



U + V - 


1 1 / 
= U + V 






u — V = 


1 
= w 


u + w = 


= v! + w' 






u — w = 


--v' 


u + t = 


= «' + *' 






u — t - 


--v' 




UV - 


- wt = 


= u'v' - 


-w't' 






uw - 


-vt = 


- u'w' - 


-v't' 





w 



ut — VW = ut —vw 
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2 + v 2 + w 2 + t 2 = 


= u /2 + v /2 + w /2 + f /2 


2(mi> + wt) - 


= u /2 + v /2 _ w /2 _ t /2 


2{uw + wt) = 


= „ö _ w /2 + w a _ t a 


2{ut + w) = 


-_ „Ö _ w /2 _ w /2 + t /2 



Aus diesen ergeben sich die reciproken durch Vertauschung von u, v, w, 
t mit v! , v' , w f , t' . 

31. Aus den eben abgeleiteten Formeln für die $- Funktionen ergehen sich 
die Additionsformeln für die elliptischen Funktionen su, cu, Au. 
Setzt man beispielsweise in den Formeln (27) 







u = v,w = t, 


durch 








/ 

u 


= u + w,v =u — w,w 



0,t' = 

wird, so giebt die erste Gleichung, wenn ^u, \w an Stelle von u und w 
geschrieben wird, 

= 'diu 'ÖqU $2 w $3 w + $2 U $3 U ^l w $0W. 
Macht man dieselbe Substitution in den Gleichungen (26), so folgt, da 

n[ = o 

wird, also 

ii - iii = ii 3 - n 2 

ist, 

nl ) = n 3 -n 2 = n -n lj 

oder: 

$1'&q(u + w)$ (u -w)= 0§u0§w - d\wd\w. (32) 

Dividirt man beide Gleichungen durch einander, so folgt: 

$2"$3 $1 ( u + w ) $l u $0 U $2 W $3 W + $2 U $3 M $l w $0 W 
'&q $o(u + w) 'ß^U '&qW - 'ß 2 wß 2 w 

$3 'diu $Q t^2 w ^0 dpW _|_ dp "&2 U ^0 ^3 M ^3 dlW 

tf 2 $o(w + w) ~" 4^|^ut9|^fw 

^ ??| ^2 U ^2 ^2 W 
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daher 

, . su cwAw + sw cuAu 
s(u + w) = 2^ — ö • 

1 — K A S A US L W 

Setzt man in der ersten Gleichung (29) 

u = w, v = t, 

also 

U = U + V, V = 0, w = u — V, t = 

und ersetzt dann -u und i> durch ^w, und 2 W ) so wird, da 

^31=0 



ist, also 
sich ergiebt, 
oder 



n 02 + n sl = Z7i3 + il 20 
-^02 = A)2 + -#31 = -#13 + -#20> 



#0$2$o( w + v)'ß2( u — v) = r ßQW&oV&2 u $2 v + $iWl?iU d^wd^v 
und da nach eben hingeschriebener Relation 

tipo(u + u)^ (« -v) = tiftutiftv - 'ßjwdjv 
ist, so folgt: 

$2 "$2 ( w — w ) ^0 W ^O^ ^2^ $2 V + $IW&IV d^U Ü^V 



oder 






daher 



c(w — i>) 



cu cv + sw si>/1m Ay 

1 — X 2 S 2 !JS 2 « 
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Durch dieselbe Substitution, wie sie eben vorgenommen wurde, ergiebt 
die erste Gleichung (28), da 

#21 = 

ist, also 

#03 + #21 = #12 + #50, 
#03 = #03 + ^21 5 

oder 

$0$3^o( w + f)$3(w — v) = 'ßQU'ßQV'ßsU'ßsV + $2U'&2 V $1W&IV 

und 

#Pq(u + v)$ (u -v)= $lu$lv - $\w&lv, 

also 

t?3 t?3(-u — t>) d^wd^vd^wd^v + 0i-u0ii> t?2' u '$2' y 

woraus 

Z\-uZ\t> + x su sv cu cv 



A(u 



v 



1 — X 2 S 2 "US 2 f 



folgt. 

Nach dem Vorstehenden ist leicht ersichtlich, wie man die anderen in (19), 
(20), (21) hingeschriebenen Formen des Additionstheorems unserer doppelt- 
periodischen Funktionen erhält. 

32. Wir wollen die Relationen zwischen den ^-Funktionen noch dazu benut- 
zen, um die S. 99 berechnete Konstante 

G _ flfos 

O 02 

in einfacherer Form darzustellen. 
Wenn wir die Gleichung 

02^301 ( u + v )$o( u — v) = r ßQU'ßiU'ß2V'ßsV + $qv "d\V '&2U 03« 
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nach v differentiiren und —r^- = "d'v setzen, wobei also 



dv 



d'diu + v) düiu + v) .,, . 

—, " = -TT T = # ( u + v ) 

dv d[u + v) 

folgt, da u als konstant betrachtet wird, während 

dd{u -v) , 

= —v (u — V) 

dv 

ist, so ergiebt sich 

$2^3 [4( M + v )$q(u -v)-&i(u + v)'d' (u - v)] 

=$0 M $l u [$2 V $3 V + $2 V $3 V ] + $2 U $3 U [$b v $l v + $0 V $l v ] ■ 
Setzt man nun v = 0, so wird, da 

4(0) =0, 4(0) = 0, ^(O) = 

ist, denn $q(v), 4( t 0' 4( l sind ungerade Funktionen von v, 

Diese Gleichung zweimal nach u differentiirt liefert: 

tf 2 #3 [tfl'w&OU + &"W&' U - -&IW&QU - $iu$qu] 

= ÖQ 4 [ö%u $ 3 u + 2'&' 2 u 4« + $ 2« 4"] 



Es ist aber auch 



4" = 0, 4 = 0, 



da beide Funktionen 4' / (' u ) und 4'( w ) ungerade Funktionen von u sind, man 
erhält also, wenn u = gesetzt wird, 

tf 2 tf 3 [4% - 441 = ^o4 [4^3 + ^41 

und da 4> ^2> ^3> ^0 nicht null sind, die Relation 



< = 4 + 4,4 

4 ??2 ^3 <V 



(33) 



Es ist die allgemeine ^-Funktion durch die Gleichung definirt gewesen: 
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Die Reihe rechter Hand konvergirt für alle Werte von u unbedingt und 
gleichmässig, kann also differentiirt werden, und die Summe der Differential- 
quotienten der Glieder ist der Differentialquotient der Reihe, also ist 

x - \t . *\2 / , „/ , „w , e , \"Ui 



d^(lt,£,e') (27Ti\y-^, £ , (m+§) 2 u/+2(m+§)(w+§u; 



du \ u 

und 



d 2 tf(u,e,e') _ /27ri\ 2 y?^ + £ ^ 2fi [(m+|)V+2(m+|)( U +^)]. 
du 2 l w / 



-oc 



da die Reihe rechts wieder gleichmässig konvergirt. Wir sahen nun, dass u' 
nur der Bedingung unterworfen war, damit die Reihe konvergire, dass ^- 
einen positiven Koeffizienten von i habe. Ändert sich also u' derartig, dass 
diese Bedingung erfüllt bleibt, so wird die neue t?-Reihe wieder gleichmässig 
konvergiren. Es ist daher i!)(u, e, e') auch eine stetige Funktion von u' , wenn 
u' innerhalb eines gewissen Gebietes bleibt, z. B. wenn u reell und positiv 
ist, wenn u' = a + iß oberhalb der Axe der reellen Zahlen liegt, d. h. wenn 
ß positiv ist. Differentiirt man nun die 

[ (m+i )V+2(m+§)( W +^;)]£ 

nach u f , wodurch man 

™Y" ( m+ e)2 e [( m +i) 2w,+2 ( m +l)( u +§ w ) 

erhält, so konvergirt diese Reihe für dieselben u f , wie die erste, und für alle 
endlichen u und daher ist: 

d&{u, e, e') = m y? , £ , 2 J(ro+f)V+2(m+f)(»+f^)] g 

du' u ^ ^ 2 ' 

— 00 

Vergleicht man die Reihen rechter Hand in dieser und der früheren Glei- 
chung, so ergiebt sich 

d #(ti, £, e') 4:Tvid r d(u,£,£ / ) . . 

du 2 u du' 
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also für die vier $- Funktionen: 



,, 4iri d'd^u ., Airi d'&QU 
6 lü du)' u lü du)' 



„ 4ni d'&2 u n ii 4-7H d"d\u 

V 2 U= -z-j-, ■& 1 U= j-r-, 

u) du) u) du) 

daher für die Nullwerte des Argumentes: 

„ _ 4vri dti'z „ _ Am d&' Q „ _ Am d$ 2 

^ 3 "V^7' * 0_ Vd7' ^-^TdJ- 

Die letzte liefert $" = 0, wird sie aber noch einmal nach u differentiirt, 
so ergiebt sich 

,,, Am d"&\ u 

$\u= -j-j- 

u) du)' 

und daher 

,„ = Am(M[ 
u) du)' 
Führt man die eben erhaltenen Werte in (33) ein, so nimmt diese die 
Gestalt an: 

1 d$[ 1 dtf 3 1 d$ 2 1 d$o 

¥ x lu7 ~ T i ~dJ + T 2 ~dJ + TQ~dJ 1 

in welcher Form sie eine vollständige Differentialgleichung nach u/ darstellt, 
die integrirt 

log $[ = log ct?3^ 2 ^0 

oder 

$1 = C1?3#2$0 
liefert, wobei c von uj' unabhängig ist. Da nun 

.00 

*i = - £(-i) n (« + W n+l? = -^(i - 3 9 2 + • • • ) 

o u 

oo 
^0 = 1 + 2V(-1)V 2 =l-2q + 2q 4 -... 



1 

oc 



$ 3 = 1 + 2 J2 ?" =l + 2q + 2q 



4 



oo 
$ 2 = 2q-4Y,<l n{n ~ 1) =2q 1 4(l + q 2 + q 6 

1 
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ist, so folgt aus der Gleichung für i?^ : 

• • ) = 2cgi(l + q 2 + • • • )(1 + 2g + • • • )(1 - 2g 



2tt i, n 
— g4(l- 


-3g 2 


der 




Lü 


-3g 2 



..)= c (l + g2...)(l + 2 g + ...)(l-2g+---). 

Setzt man in dieselbe 

iui' 

— = — oo, 

Lü 

also 

g = e % ni = 0, 

wobei u> endlich bleiben soll, so wird 

7T 
C = — 

Lü 

und es ist daher 

tf'i = -t? t? 2 t? 3 . (35) 

Macht man von dieser Gleichung Gebrauch, so ergiebt sich 

G = ^ = U\. (36) 

Es hängt $3 blos von ^- ab, ändert sich also nicht, wenn dieser Quotient 
konstant bleibt. Nimmt man daher für die willkürliche Konstante G irgend 
einen Wert an und setzt ^- als bekannt voraus, so ergiebt die Gleichung (36) 

den Wert für ui und aus dem bekannten Quotienten ^- ergiebt sich u>'. Nimmt 
man beispielsweise G = 1 und berechnet den Wert von ui mit w\, so wird 



uil = 7Tt? 3 



und da für ein beliebiges G 



* -2 



U= G^ 
folgt, so wird bei konstantem Quotienten 

U)[ Lü' 

Uli Lü 

Uli / W 1 ^1 

c=-, Lü=-=Lüa=-a 



129 



sich ergeben. Hieraus ersieht man, wie von der doppeltperiodischen Funktion, 
für welche 

s'u = Vi — S 2 U ■ 1 — X 2 5 2 M 

ist, überzugehen ist zu derjenigen, für welche 

s'u = Gyl — s 2 u ■ 1 — x 2 s 2 « 
ist. 



VII. Realitätsbetrachtungen für die Funktionen 

su, cu, Au. 

33. Es sollen hier noch Betrachtungen über die reellen und komplexen Werte 
der elliptischen Funktionen angestellt werden. Es ist 

,2 



su 



cu 



Au 



02^0« E£Li<Z n(n_1) l + 2E^=i(-l) n 9 n2 cos2n^7r 

^0^_ l + 2E^ = i(-ir9 n2 E^ = i9 n(n " 1) cos(2n-l)^ 
0200« E£°=i <Z n(n_1) ' l + 2E^=i(-l) n 9 n2 cos2n^7r 

(37) 

00 03« _ 1 + 2 E^°=i (-1) V* 1 + 2 E£Li ^ cos 2n%* 



03 00« 1 + 2 E^Li Q n2 1 + 2 E^=i (-l) n 9 n2 cos 2n^7F ' 



u- 1 

wobei q = e^ ni ist. Setzt man in diese Gleichungen 

ü = X + iy, g = e (<*+ßi)™ = e -^( CO s «TT 



«sma7r 



ui 



ein, wenn -y = a + i/3 gesetzt wird, und trennt die reellen und imaginären 



Lü 



Theile, so nehmen jede der drei Funktionen die Form P + iQ an. P und 
Q sind reelle Funktionen von x, y. Will man nun die Werte von u haben, 
welche den reellen Werten der doppeltperiodischen Funktion entsprechen, 
so hat man nur Q = zu setzen, wodurch man eine Relation zwischen x 
und y erhält. Zu jedem Werte x würden sich ein oder mehrere Werte von y 
ergeben, so dass für den Wert ^ = x + iy die doppeltperiodische Funktion 
einen reellen Wert annimmt. Man ersieht hieraus, dass die Werte von u, für 
welche die doppeltperiodische Funktion reelle Werte annimmt, innerhalb des 
Periodenparallelogrammes gewisse Linien erfüllen. 
Diese Linien müssen für su jedenfalls durch 



und 



u = 0, u = j, u = u>, u = 3j 



u = €, u = uj + { 4- 



gehen, denn es ist 

s(0) = 0, s {%) = !, s(co)=0, s(^) = -l, 
= 00, s [üJ + %- ) = oo, 
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welches reelle Werte von su sind. Ebenso müssen diese Linien für cu durch 



u = 0, u = tj, -u = 


= CJ, 


« = 3f, 


w durch 






i = 0, M= | + ^, 


■u = 


W _i 3u/ 

2 + 2 ' 



U = UJ + 



« = 2cj + ^-, 



'U 



2 ' 



u = UJ 



u 



3u>' 

2 



gehen, da für diese Argumente die Funktionen reell sind. 

Ich will zwei spezielle Fälle wegen ihres häufigen und fast ausschliessli- 
chen Vorkommens in der Anwendung der elliptischen Funktionen besonders 
hervorheben. 

1. Es sei uj reell positiv und ui 1 = ui'i rein 
imaginär, also ui 1 reell. Dann wird 



e w 



e w 



ü)' 



reell und da es kleiner als 1 sein muss, so muss 
ui' positiv sein. Das Periodenparallelogramm uj, 
u/ hat also die Form eines Rechteckes (Fig. 25). 
Es wird 



x 



x 



J2 



4 
4 



,y 3 



16g 



Eoo r n(n— 1) 
1 9 



CO 



Fig. 25. 



l + 2E? r 



l + 2£(-l)V 



l4 



1 + 2E?' 



also x und x reell und positiv, mithin beide 
kleiner als 1, da x + x 1 = 1 ist. 

Die Formeln (37) zeigen, dass für reelle Werte von u die Funktionen su, 
cu, Au reell werden. 

Da nach den Gleichungen (14) S. 96 



s [v + 



UJ 



1 



xsv 



c[v + 



1 Äv 

ix sv 



Ä 



1 cv 
i sv 



ist, so ersieht man, dass für Werte von u 



v 



ji, deren imaginärer Theil 



konstant 



Au aber rein imaginär wird. 



T^-i, ist, während v reell ist, su reelle Werte annimmt, cu und 
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Es ist ferner su eine ungerade Funktion von u, während cu und Au gerade 
Funktionen sind und in unserem Falle enthalten diese Funktionen blos reelle 
Konstante. Setzt man also 

s(v + iu) = P + iQ, 
so ist 



Ist also v = 0, so ist 



und da 



s(v — iu) = P — iL 



s(iu) = R + iS 
s(—iu) = R — iS 



s(—iu) = —s(iu) 



ist, so muss R = sein, d. h. s(iu) ist rein imaginär. 
Da ferner 

c(iu) = R\+ iS\ 
c{—iu) = R\ — iS\, 

aber 

c(— iu) = c(iu), 

so ist 



5i = 0, 



also ist c(iu) = R\ reell. 
Da 



und 



A(iu) =R 2 + iS 2 
A(—iu) = i?2 — iS 2 



A(iu) = A(-iu), 
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so ist auch A(iu) = R2 reell. 
Nun ist 



also 



(« + $) 



8 {iu + f ) 

d. h. für reelle u reell. Ebenso ist 



s [tu + 



cv 



c{iu) 
A(iu) ' 

) 



3^ 



reell, da 

c(iw + w) = —c(iu), A{iu + u>) — A(iu) 

ist und c(iu), A(iu) reell ist, wenn u reell ist. Es ist 

A(% + iu) 



H 



Aiu 



also ist auch 
reell für reelle u. 



A(% + iu) 



Cü'\ 






2 \ 







CJ+Cü'. 



2 



(ß 



3CO 
2 



2(ß 



a) su 




2(0' 






3(0' 
2 

■ CO' 


■ 1 








Co' 
2 


■ 1 





CO (O 

2 

c) Au 



Zeichnen wir die Periodenparallelogramme für die doppeltperiodischen 
Funktionen su, cu, Au, so kann man in denselben leicht die Werte von u 
markiren, für welche jede von ihnen reelle Werte annimmt. 
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In vorstehenden Figuren 26a, b, c sind die Linien, auf welchen die Werte 
von u liegen, für die die zugehörige Funktion reelle Werte annimmt, dick 
ausgezogen, die Linien, auf denen die Funktion rein imaginäre Werte erhält, 
sind punktirt. Die letztere ergiebt die folgende Betrachtung. 

Da s(iu) rein imaginär ist für reelle u, so ist auch 

s(u> + iu) = —s(iu) 

rein imaginär für reelle u. Es ist ferner 

1 Au 



(« + *) 



A 



l HSU 



(« + *) 



1 cu 

i su 



also für reelle u ist 



c\u + 



und A 



u 



rein imaginär, daher auch 

, s{iu 
c yiu -|- tj) = — >" 

ist, so ist 



Und da 



A[u + \ } . 



-H 



A(iu) 



c {iu + f ) 
für reelle u rein imaginär, ebenso 

2. Es sei üü reell und positiv und 



(■[iit + fy), c[iu + ^f\. 



UJ = UJ + UJ\ = Ul + üünl, 



wo uj'2 reell und positiv ist, dann wird 



e w 



TTI 



-e w 



wesentlich negativ und absolut kleiner als 1, da -y positiv ist. Es ist daher 



x 



2 ^ Wq 



j2 q n(n-l) 



H 



1 + 2E?' 



negativ und 
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X ' 



'2 



y 3 



l + 2£(-l)V 



1 + 2E9' 



positiv, also ist x rein imaginär von der Form %k\ und x^ reell, während x' 
reell ist. 

Die Funktionen s-u, cm, Z\w enthalten auch jetzt nur reelle Konstante und 
sie sind also für reelle u reell, und da su ungerade, cu, Au gerade Funktionen 
sind, so folgt, wie früher, dass s(iu) rein imaginär, c{iu) und A(iu) reell sind 
für reelle u. 



Es ist aber 



8 L + c£) = J_ 

V z / ycHU 



also für reelle u • • • s ( u + ^- ) im vorliegenden Falle rein imaginär, da — 



IX\ 



ist. Ebenso ist 



rem imaginär. 



siiu + oj), s{iu + 2uj) 
c{iu) 



(«i + f ) 



Z\(m) 



ist aber für reelle u reell. 

Wir haben also die Darstellung der Werte von u im Periodenparallelo- 
gramm (Fig. 27 a) für su. Die dickgezogenen Linien stellen Werte von u vor, 
für die su reell wird, die punktirten, für welche su rein imaginär ist. 

cu und Au sind reell für reelle und rein imaginäre Werte von u, also sind 



cu, c(iu), c(iu + u), c(iu + 2u), c(iu + 3u) 



reell und da 



ist, so ist auch c ( u 



c\u + 



1 Au 

%K SU 



tj- ) für reelle w reell. 



(«, + f ) 



-x 



, s(iit) 
Z\(üt) 



ist rein imaginär, ebenso 



c i-u + 



3^ 



c [iu + 



5w 



136 VII. Realitätsbetrachtungen für die Funktionen su,cu,Au. 

Es ist 

Au, A(u + u>'), A(iu), A(iu + oo), A(iu + 2u>)... 

reell und da 

A{iu + t%) 

so ist auch 



K 



A{iuY 



A(iu+%), A (iu 



3w 



für reelle u reell. 



A 



(«+*) 



1 cu 

i su 



ist rein imaginär für reelle u. 

Die Periodenparallelogramme für die Funktionen cu, Au haben in den 
Figuren 27 b, c nach früherer Art die Werte von u eingezeichnet, für die die 



O) CO 30) 2d) (ü (Ü )üi 

2 2 2 

a) su b) cu 







A-M-fiW / 








~i. 











ü) CO 

2 

c) Au 



Fig. 27. 



Funktionen reell resp. imaginär werden. 

Hat u/ irgend einen anderen komplexen Wert, so wird q imaginär und sw, 
cti, Au enthalten imaginäre Konstanten. 



VIII. Darstellung der doppeltperiodischen Funktionen 
durch logarithmische Differentialquotienten der 

^-Funktionen. 

34. Es möge hier noch eine Art der Darstellung der doppeltperiodischen 
Funktionen dargelegt werden. Wir setzen 

_ dlogjhH _ 'ß[u 
Z[U) ~ Tu " 0^' 

so ist Z(u) eine eindeutige Funktion von u, welche im Periodenparallelo- 
gramm uj, uü' nur für u = unendlich wird. Es ist ferner 

Z(u + u) = Z(u) 

2m 



Z(u + uj') = Z{ 



u) 

Lü 



wie sich aus den Formeln (I) auf S. 53 ohne weiteres ergiebt, d. h. Z'(u) = 

} u ' = — ^ g lU , Z"{u), Z'"{u) . . . Z^ n '{u) sind lauter doppeltperiodische 

eindeutige Funktionen von u mit den Perioden u>, uj' , welche nur für u = 
unendlich werden. 

Es wird Z(u) für u = unendlich von der ersten Ordnung. Denn es ist 
für kleine Werte von u: 

da 0i = 0, 0/ = . . . ist, es wird 
01 (w) = w 
log i?i (u) = log -u + log ( 0^ + -u ■&'" -\ 1 



#1 + ^M" 



10'" 
log u + log 0i + --j-u 2 + B" A 

o v^ 



u 



da das Argument des zweiten Logarithmus in der ersten Gleichung für u = 
nicht verschwindet; daher ist: 

dlog^u 1 , 10'/' 
Z(m) = ^^ = Ü + 30^ + "" 

wo nur positive ungerade Potenzen von u folgen. 
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Mithin wird [uZ(u)] u= q = 1 und Z(u) ist für u = unendlich von der 
ersten Ordnung. Z^ n >{u), wird daher für u = unendlich von der [n + l) ten 
Ordnung, da 

z (n) {u) = (-!)>)' + Ai + • • • pos. Pot.(u) 

ist. Z^ n '{u) ist mithin eine eindeutige doppeltperiodische Funktion (n + l) ter 
Ordnung mit den Perioden uj, ui' . 

Es sei nun F(u) eine eindeutige doppeltperiodische Funktion von u mit 
den Perioden u>, uj' , welche für u = a\ , «2 • • • a n unendlich wird und zwar, 
wie wir vor der Hand voraussetzen wollen, stets von der ersten Ordnung. 

Es sei also für kleine Werte des Moduls \u — a^\ 

A- 
F(u) = — + B + Bi{ai - u) + ■ ■ ■ . 

OLl — U 

Da Z{u — öti) = — a ._ u + • • • pos. Pot.(«j — u) ist, so ist 
F(u) + A^Ziu — ctj) für u = cti 
nicht mehr unendlich, daher ist 



ip(u) = F(u) + J2 A i Z ( u ~ a i) 



i=\ 



für keinen der Werte a\ , «2 • • • a n unendlich, und da Z(u — «j) nur für diese 
Werte unendlich werden kann, ebenso F(u), so wird ip(u) für keinen Wert 
von u innerhalb des Periodenparallelogrammes u),u) f unendlich. ip(u) ist aber 
eine eindeutige doppeltperiodische Funktion von u, denn es ist 



(f(u + üü) =(f( 



in 



<f(u 


+ uj') 


= <p(u) 


2iri 

UJ 


n 

E 


ü/) = 


Z(u- 


a») - 


^ist 





da jedes Z(u — a^ 

Da aber Yli=i A i a ^ s Summe der logarithmischen Residuen für jede ein- 
deutige doppeltperiodische Funktion null ist (pg. 66, Sekt. 14), so ist 

(p(u + uj) = <p(u) 
(p(u + uj ) = <p(u). 
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<p(u) wird aber nicht unendlich innerhalb des Periodenparallelogrammes, 
also ist tp(u) = C und daher 



F{u) = C-Y ä A i Z{u-a i ). 



(I) 



i=\ 



Wir nehmen nun an, F(u) werde für u = ot\, ot2, ■ ■ ■ ot m von den Ordnun- 
gen ni,ri2, ■ ■ -Um unendlich; so dass für die Umgebung von cuj die Entwick- 
lung gilt 



F(u) 



A 



i,rii-l 



A 



Lrii-2 



Ai 



(«j — u) n i (ai — u) n i 1 



Da nun 



zW(u-ai) 



h\ 



(ai - u) 



h+1 



ist, so wird 
A,7ij — 1 

¥i - 1)! 



Aj,nj-1 „( n ._i)^ _ A , A,?/, -2 



4 • 

-<a? r) - - 



(u - a^ + 
4 ■ 



B + --- pos. Pot.(«j — w). 



pos. Pot(aj — u) 



Ai 



K-2)!^~ 2) ^-^ + -öf^-^ 



Ai 



_(o!j — -u) n * (ai — u) n i 1 
daher wird: 

A 



a,- — w 



Bi + p.P.(aj-w), 






oder auch 



n,-l A 



h=l 



F(u)+Y,ir z{h) ( u - a ^--- A 



i,0 



Ai 



für -u = ai nicht mehr unendlich und mithin wird 

m rij-1 . 

j=l o 

für keinen Wert von w innerhalb des Periodenparallelogrammes u>, ui 1 unend- 
lich, und da es eine doppeltperiodische eindeutige Funktion von u ist, ist 
dieselbe eine Konstante. Die doppelte Periodizität folgt daraus, dass jedes 
Z' >(u — ai)(h > 0) doppeltperiodisch ist, dass aber die Summe der Koeffi- 
zienten von Z(u — a^, d. h. Y^Ji A = ist. Daher ist 

(II) 
n\ 
%=\ h=\ 



F(u) = C-J2J2^zW(u-a i ). 
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Hierdurch ist die doppeltperiodische Funktion F(u) in eine Summe von 
Funktionen Z* ~ >{u — a^) zerlegt, die nur für einen Wert des Argumentes 
unendlich werden. 

Diese Zerlegung ist ganz analog der Zerlegung einer rationalen Funktion 
von z in Partialbrüche , nur dass hier Z{u — ctj) an Stelle von _ bei der 
rationalen Funktion tritt. (Vgl. Einleitung S. 30.) 



II. Theil 



Elliptische Integrale. 



I. Die Riemann'sche Fläche der Funktion 

y = \fA(x — a\){x — ü2){x — as)(x — a^). 

35. Indem wir z = s(u) = -<# a / { setzten, fanden wir, dass z einer Diffe- 
rentialgleichung zweiter Ordnung 



, du 

oder 

f dz 



= G 2 (1-; 2 )(1-*V), (1) 



m= V<i-» J )(i-*v> 



G = -$ 



^ -2 2 _ ' & \ 



genügt, und dass für kleine Werte von u sich z als Potenzreihe von u darstellen 
lässt in der Form 

1 o 1 r 

z = z (u) = Gu+ -A 3 u ö + -A 5 u b + • • • , 

denn man kann i?i(w) und i?o( w ) i n Potenzreihen von u entwickeln, und zu- 
folge der Bedingung 

s(—u) = —su 

müssen alle geraden Potenzen aus der Entwicklung ausfallen. 

Sei nun umgekehrt die Differentialgleichung (1) gegeben, in der wir G 

I I 

beliebig und x < 1 voraussetzen wollen, so wird aus derselben 

du I. 

Cr - 



dz y/(l-Z 2 )(l-X 2 Z 2 ) 

und 

Gu= [ - dz + C 

folgen. Setzen wir fest, dass u = sein soll für z = 0, so stellt sich u als 
bestimmtes Integral zwischen Null und dem komplexen Werte z = Q dar. 
Es wird 

Gu = f dZ ^=. (2) 
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Durch dieses Integral ist für kleine Werte von (u als eine eindeutige Funktion 
von ( in der Umgebung von ( = dargestellt. Denn so lange \z\ < 1 ist, kann 
man 

(l-Z 2 )- l 2=l + \z 2 + --- 

(l-xV)"2 = 1 + \»c 2 z 2 + ■■■ 
als konvergente Potenzreihen entwickeln, und es wird 

[(1 _ 2 2 )(1 _ x 2 2 2 )r i = ! + 1 (1 + x 2 )2 2 + . . . ? 

also 

Gu = C+\{l + >c 2 )(? + --- (A) 

sich ergeben, mithin u in der Umgebung des Punktes Q = innerhalb des 
Kreises, dessen Radius gleich 1 ist, sobald |x| < 1 ist, eine eindeutige unge- 
rade Funktion von ( sein, da in der Potenzreihe, wie man sieht, nur ungerade 
Potenzen vorkommen. 

Da nun zwei verschiedenen Werten von (, die in der Umgebung von ( = 
liegen, stets zwei verschiedene Werte von u in der Umgebung von u = 
entsprechen und {jrf) für £ = nicht verschwindet und nicht unendlich ist, 
so wird auch Q für kleine Werte von u eine eindeutige Funktion von u sein 
und sich daher in der Umgebung der Stelle u = in eine Potenzreihe der 
Form 

C = Gu + B 2 u 2 + B 3 u 3 + B A u A + ■■■ (B) 

entwickeln lassen. Da aber für (" = —(' auch u = —v! aus (A) folgt, so müssen 
in (B) alle gradzahligen Potenzen ausfallen, d. h. es ist 

C = Gu + B 3 u 3 + B 5 u 5 + • • • , 

also für kleine Werte von u eine eindeutige ungerade Funktion von u. 

Die Gleichung (2) defmirt also für kleine Werte von u und C, die obere 
Grenze Q des Integrals als eindeutige Funktion von u, welche der Differenti- 
algleichung (1) genügt. 

Können wir direkt zeigen, dass bei beliebig gegebenem G und x die Glei- 
chung (2) durch die obere Grenze ( des Integrals eine eindeutige doppeltperi- 
odische Funktion defmirt, dann werden uns die Perioden dieser Funktion ein 
Mittel an die Hand geben, die ^-Funktionen, welche ihnen entsprechen, zu 
konstruiren und dadurch ( als doppeltperiodische Funktion von u in anderer 
Form, als es die Gleichung (2) thut, darzustellen, nämlich in der Form 

c _^l(^) 

Diesen Weg wollen wir nun einschlagen und zwar in etwas allgemeinerer 
Form. 
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36. Wir setzen 

y = A(x — ai)(x — o^X^ ~~ a s)( x ~ °4)? (3) 

wo oi, 02, 03, 04 irgend welche reelle oder komplexe Grössen sein mögen, 
die durch die Punkte a\, 02, 03, 04 in der rc-Ebene, wo wir die komplexe 
Veränderliche x deuten, dargestellt seien. Indem, wir dann das f x — be- 
trachten wollen, müssen wir uns über die Funktion y vorerst orientiren. 

Wie wir ersehen ist y keine eindeutige Funktion von x, denn jedem x 
entsprechen die beiden Werte 



y = +y/A(x - oi)(x - ai){x - a£){x - a 4 ) 
y = —\/A{x — a\)(x — a<i){x — 03) (x — 04), 

welche beide der Gleichung (3) genügen. Diese Werte sind im Allgemeinen 
von einander verschieden und können nur gleich werden, wenn y = 0, d. h. x 
einer der Werte a\, 02, 03, 04 ist. 

Es sind die beiden Werte für alle x von einander verschieden, die ausser- 
halb eines Kreises K liegen, der um den Anfangspunkt x = geschlagen ist, 
und der die Punkte a\, C12, 03, 04 einschliesst. 

Setzt man um diess deutlicher zu ersehen x' = -, so wird x' kleine Werte 
annehmen, wenn x ausserhalb K liegt. 

Da nun 

(x f y) = A{\ — a\x')(l — a,2x'){l — a^x'){l — a^x') 
ist, so wird 

(x f y) x / = Q entweder + \l A oder — v A sein. 
Da ferner für kleine \x'\ 

y A{\ — a\x')(l — a.2x')(l — a^,x'){l — a^x') 

= y/Ä + Bx' + Cx' 2 + ■■■ 

eine konvergente Potenzreihe ist, so wird (x y) für kleine x' die Entwicklun- 
gen 

ß ~- ^VÄ + Bx' + Cx' 2 + ■■■ 



x y 
x' 2 y 



r2 ~- -VÄ-Bx' ' -Cx' 2 
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haben, oder die beiden Werte y\ und y 2 , welche kleinen Werten x' = -, also 
grossen Werten von x entsprechen, sind in der Form 



2/1 



2/1 



+ 



y[Ä B 



r ./2 



X" X 

\[A B 



-j + C + pos. Pot. 



x'^ X 



- — C — pos. Pot. 



entwickelbar, also eindeutige Funktionen von x f , daher auch von x, so lange 
x ausserhalb K liegt. 

Ist ferner x = xq irgend ein endlicher Wert von x, der von den Punkten 
oi, a 2 , 03, 04 verschieden ist, und setzt man fest, dass für x = xq 

y = yo = V A ( X ~ öi)(xo - a 2 )(x - a 5 )(xQ - 04) = b 

auch dem Zeichen nach gegeben ist, so wird in der Umgebung von xq auch y 
eine eindeutige Funktion von x sein und zwar so lange als x innerhalb eines 
Kreises um xq liegt, der alle Punkte a\, a 2 , 03, 04 ausschliesst. 

Denn da sowohl y als -r- für x = x$ endliche und ganz bestimmte Werte 
haben, da y = b für x = xq werden soll, so kann man y in der Form 

y = + A\{x - Xq) + A 2 (x - Xq) 2 -\ 

entwickeln, woraus die Eindeutigkeit klar ist. Würde man festsetzen, dass 
y = —b werden soll für x = xq, dann würde die Entwicklung 



.'/ 



-b — A\ [x — Xq) — A 2 (x — XqY 



o 

a 4 



lauten und diese würde wieder eine eindeutige Funktion von x sein, in einer 
bestimmten Umgebung von xq. 

Nennt man die beiden Werte y\ = y 
und y 2 = —y, welche die Funktion y für 
jedes x annimmt, die Zweige der algebrai- 
schen Funktion y, so kann man sagen: 
In der Umgebung aller Punkte xq der x- 
Ebene werden von den Zweigen der Funk- 
tion y jeder eine eindeutige Funktion von 
x sein, wenn xq von den Punkten a\, a 2 , 
03, 04 verschieden ist. 

Wir untersuchen nun das Verhalten 
der beiden Zweige der Funktion y in der 
Umgebung der Punkte a\, a 2 , 03, 04. Wir Flg ' 28 ' 

machen die Untersuchung für a\ sie gilt genau so auch für a 2 , 03, 04. 




% 
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I. Die Riemann'sche Fläche der Funktion y. 



Um a\ schlagen wir (Fig. 28) einen Kreis &., so beschaffen, dass er die 
Punkte 02, 03, 04 ausschliesst. Sein Radius sei R. 
Wir setzen 

ILO 

x — a\ = ge ^, 

dann werden alle x, für die g < R ist, innerhalb ^ liegen, d. h. x wird von 
02, 03, 04 stets verschieden bleiben. 
Es wird innerhalb & 

y A(x — (i2)(x — a^)(x — 04) 



A(ai -a 2 + ge i( P)(ai - a 3 + ge^)(ai - a 4 + ge*V) = F(g, p) 

eine eindeutige Funktion von g, p sein, die immer denselben Wert annimmt, 
sobald g seinen ursprünglichen Wert erhält und p entweder wieder den ur- 
sprünglichen Wert erhält oder gleich p + 2rm wird, wo n eine beliebige ganze 
Zahl ist, d. h. es ist F(g, p + 2nn) = F(g, tp). Da dann x auch immer densel- 
ben Wert erhält, so ist auch F(g, p) = F\(x) eine eindeutige Funktion von x. 
Sollte nämlich Fi für irgend ein Wertepaar g, (p und g, p + 2n7r verschiedene 
Werte haben, so könnten sich dieselben nur im Vorzeichen unterscheiden, da 
F^ eine rationale Funktion von x ist, daher müsste, wenn wir das p stetig 
von p bis p + 2nir ändern, notwendig für irgend ein g die Funktion F(g,p) 
verschwinden (da sie nicht unendlich werden kann) um ihr Zeichen zu ändern. 
Da dieses der Voraussetzung nach über die 

zulässigen Werte g unmöglich ist, so kann ^^-~ ^^^ ß 

F(g, p) auch nur einen Wert für jedes g und ' N 

p + 2nir besitzen. Es wird nun 



Z/ = e'2 



;<P 1 



q 2 F(q,<p) 



sich ergeben und wir wollen festsetzen, dass 
für 

x = x\...g = qi, p = p\ 

wird, und 

V = V1 =e l 2 QiF{g\,pi). 




Fig. 29. 



Nun lassen wir p von p = p\ ab sich ändern, indem wir x von x = x\ 
längs der ganz innerhalb ^ verlaufenden Kurve £ (Fig. 29) sich bewegen 
lassen. Kehrt x nach x\ zurück, so wird nach diesem einzigen Umlauf des 
Punktes g = Qi, aber p = p\ + 2tt, also 



x 



a\ = g\e 



i(< y 2l+27r) 



g\e 



icpi 



X\ — Ol 
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x = x\, wie es sein muss, hingegen wird 



■ ipi+2-K 1 



oder 



;<P1 ! 



y = -e l 2 QlF( ßl ,<pi), 

da e 7 ™ = — 1 ist, d. h. es wird y = —y\. 

Umkreist daher die Variable x den Punkt a\ einmal, so erhält y den 
entgegengesetzten Wert. Erst wenn x noch eine zweite Umkreisung vollführt, 
wird y = —(—yi) = y\ den ursprünglichen Wert wieder annehmen. 

In der Umgebung der Punkte a\, ü2, a^, 04 ist also y keine eindeutige 
Funktion von x. Für alle andern Werte von x, für welche y nicht verschwin- 
det, ist die Fortsetzung von y aus dem einmal angenommenen Werte +y oder 
—y eine vollständig bestimmte und eindeutige. 

37. Es fragt sich nun ob man man diese Zweideutigkeit, welche bei unserer 
Funktion y auftritt, nicht durch eine passende Darstellung der Werte von x 
beheben könnte, indem aus dieser Darstellung ersichtlich wäre, dass x nur 
dann seinen ursprünglichen Ort erhält, wenn y seinen ursprünglichen Wert 
annimmt. 

Dieses ist in der That nach dem Vorgange von Riemann sehr leicht mög- 
lich*) . 

Da für jeden Wert von x zwei Werte von y angenommen werden können, 
so denken wir uns für x nicht eine, sondern zwei Ebenen oder Blätter dicht 
untereinander gelegt, in denen wir die komplexe Variable x deuten. Jedem 
Werte x entsprechen also zwei Punkte: einer in der oberen Ebene x f , einer in 
der unteren x" . Es sei nun xq ein von a\, 02, 03, 04 verschiedener Wert, dem 
die beiden Werte +yo, —yo entsprechen. Wir setzen fest, dass dem Punkte x'q 
in der oberen Ebene der Wert +yo und dem Punkte x'q in der unteren Ebene 
der Wert — y$ entsprechen soll, x'q und x'q stellen den komplexen Wert xq 
dar. Bleibt nun x' in der Umgebung 21' von x'q, und daher der entsprechende 
Punkt x" des unteren Blattes in der Umgebung von x'q, so wird die stetige 
Fortsetzung von y in eindeutiger Weise vor sich gehen und den Punkten der 
oberen Ebene wird immer +y, den darunter liegenden der zweiten Ebene —y 
entsprechen. Wird x' den Punkt #]_, welcher in der Umgebung 21' von x'q liegt, 



*) »Grundlagen für eine allgemeine Theorie der Funktionen einer komplexen veränder- 
lichen Grösse. < Inauguraldissertation von B. Riemann. Sowie auch: Crelle'sches Journal 
Band 54, S. 101. 
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umkreisen, ohne aus 21' auszutreten, so wird, wenn x' seinen ursprünglichen 
Wert erhält, auch y den ursprünglichen Wert annehmen. Dasselbe gilt für die 
untere Ebene. In dieser Weise werden je zwei Punkten x' und x" in der oberen 
und unteren Ebene, welche denselben Wert von x repräsentiren, die Werte +y 
und — y entsprechen. Die Zweige der Funktion y sind auf diese Art in der 
Umgebung des Punktes xq auch in der Darstellung der Variablen x getrennt. 
Eine Schwierigkeit tritt für die Werte x = a\, 02, 03, 04 auf, für welche 
beide Zweige der Funktion gleich werden und welche man Verzweigungswerte 
nennt. 

Diese Schwierigkeit wird folgendermassen 
behoben: Nehmen wir den Punkt x = a\. Da 
für diese beide Werte y null, also einander 
gleich werden, so lassen wir die ursprünglich 
getrennt verlaufenden Ebenen, in denen wir x 
deuten, daselbst zusammenhängen. Sei nun x\ 
ein Wert von x, welcher so beschaffen ist, dass 
der Modul \x\ — a\\ kleiner sei als der Radi- 
us des Kreises Äi , der alle anderen Punkte 02, 
03, 04 ausserhalb lässt, und seien x'y, x'[ die 
beiden Punkte (Fig. 30) in der oberen und un- 
teren Ebene, welche diesen Wert repräsentiren 
und +y\ und —y\ die zugehörigen Werte von y. 

Wir umkreisen nun mit x', von x'y ausgehend, den Punkt a\, ohne aus &i 
hinauszutreten. Dabei wird, wenn x' in die ursprüngliche Lage "•' 
y nicht den ursprünglichen Wert +y\ anneh- 
men, sondern —yi, d. h. den Wert, den wir 
dem Punkte x" zugeordnet haben. Könnten 
wir es nun so einrichten, dass nach einmali- 
ger Umkreisung von a\ der Punkt x' nicht 
mit x'y , sondern mit dem darunter liegenden 
x'l zusammenfällt, so hätten wir bewirkt, 
dass auch bei einmaliger Umkreisung von a\ 
die Funktion y eindeutig bleibt, da ja x" mit 
x'-y der Lage in den Ebenen nach nicht iden- 
tisch ist. 

Das Verlangte ist aber leicht zu errei- 
chen. Denken wir uns (Fig. 31) von a\ aus 
eine Gerade äq in beliebiger Richtung gezo- 
gen bis über &i hinaus und längs dieser die beiden Ebenen zerschnitten. 
Hierdurch erhalten wir vier Ränder. Nun verbinden wir jeden Rand des obe- 
ren Blattes mit dem gegenüberstehenden Rande des unteren Blattes, wie ne- 



Fig. 30. 



.r'y kommt. 




Fig. 31. 
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benstehende Fig. 32 im Querschnitte zeigt. Hierdurch ist ein Zusammenhang 
zwischen der oberen und unteren Ebene längs der ganzen Linie a\q bewirkt, 
derart, dass bei dem Ueberschreiten dieser Linie man aus dem oberen Blatte 
stetig in das untere und umgekehrt gelangt. 

Umkreisen wir nun mit x' von x'^ ausgehend den 
Punkt oi- Sobald wir mit x' an (Fig. 31) a\q kommen Oberes Blatt 

und es überschreiten wollen, treten wir in das zweite un- w 

tere Blatt ein und gelangen auf der punktirt gezeichneten /\ 

Linie nach x'-[, wo, wie wir wissen, der Wert —y\ stattfin- Unteres Blatt 

det. Umkreisen wir von x'l weitergehend im unteren Blatte T ,. „„ 

1 ° Fig. 32. 

wieder den Punkt a\ längs der punktirten Linie, so wer- 
den wir, sobald der Punkt an die Linie äq gelangt, aus dem 
unteren Blatte in das obere geführt und gelangen bei Fortsetzung des Weges 
nach x'y im oberen Blatte zum Werte +y\, was auch damit übereinstimmt, 
dass bei zweimaliger Umkreisung von a\y den Wert +y\ erhält. 

Auf diese Weise ist die Zweideutigkeit von y in der Umgebung von a\ 
behoben und jedem Repräsentanten von x entspricht nur ein Wert von y je 
nachdem wir den x repräsentirenden Punkt im oberen oder unteren Blat- 
te nehmen. Machen wir dasselbe für alle vier Punkte alt a\, ci2, 03, 04, so 
wird hierdurch für x eine Darstellung erhalten, so beschaffen, dass jedem 
Punkte nur ein Wert von y zugehört. Um die Vorstellung des Zusammen- 
hanges der beiden Blätter einfach zu gestalten, wählen wir die Linien äq, 
welche man auch Verzweigungsschnitte nennt und auf deren Verlauf es nur 
derart ankömmt, dass sie durch die Punkte o und bis über die Umgebung 
des Punktes hinausgehen, in spezieller Weise. 

Wir verbinden nämlich die Punkte 0102 und 0304 
durch Gerade und nehmen diese als Verzweigungsschnit- 
te an. Man kann es stets so einrichten, dass die Strecke 
a\ü2 von 0304 nicht geschnitten wird. Längs der gan- 
zen Strecke a\ai und 0304 hängt also das obere Blatt 
mit dem unteren, gegenüberliegenden zusammen. Um 
die Punkte a\, 02, 03, 04 windet sich die aus den beiden 
zusammenhängenden Blättern bestehende Fläche nach Flg- 33- 

Art einer sehr niedrigen Schraubenfläche herum, diese 

Punkte heissen daher auch Windungspunkte. Die ganze Fläche, auf welcher 
wir nun x zu deuten haben, heisst Riemann'sche Fläche der Funktion y. 

Wir können sagen: unsere Funktion y ist eine eindeutige Funktion von x 
auf der eben konstruirten Riemann 'sehen Fläche. Sobald x auf derselben 
einen geschlossenen Weg beschreibt, so erhält auch y denselben Wert. 

Da für grosse Werte x . . . y zwei verschiedene Werte annimmt, so verlau- 
fen im Unendlichen die beiden Blätter der Riemann'schen Fläche getrennt 
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von einander, es hängt das obere mit den oberen, das untere mit dem un- 
teren zusammen und wir können daher sagen unsere Riemann'sche Fläche 
hängt vollständig zusammen, wenn wir x = oo eben als einen Punkt im 
oberen Blatte für den y = +00 wird und einen zweiten im unteren Blatte 
für den y = — 00 wird, deuten. Hierdurch ist das von der Darstellung der 
komplexen Variablen x Verlangte vollständig geleistet. 



38. Es tritt aber hier etwas auf, was von Bedeutung für das Folgende wird. 
Man sagt: Eine oder mehrere geschlossene Linien C begrenzen auf einer 
Fläche T einen Theil derselben vollständig, wenn es unmöglich ist, aus diesem 
Theile ohne Ueberschreitung der Linien C an den Rand der Fläche (wenn 
dieselbe einen besitzt) oder in einen anderen Theil derselben zu gelangen. 
Sind p und p' einander gegenüberliegende Punkte der Ufer von C, so werden 
dieselben verschiedenen Theilen von T angehören, die C begrenzt. Kann man 
von p sowohl als von p' an den Rand der Fläche kommen, dann begrenzen 
die Linien C für sich allein genommen keinen Theil vollständig. Oder auch, 
kann man von p nach p' auf einer Linie, die innerhalb T verläuft, gelangen, 
ohne C oder irgend einen Rand von T zu überschreiten, so begrenzen die 
Linien C sicherlich keinen Theil von T vollständig. 
So begrenzt ein Kreis auf der Kugel jede der 
beiden Calotten vollständig; hingegen begrenzt ein 
Meridiankreis eines Torus keinen Theil desselben 
vollständig, denn ein Parallelkreis desselben führt 
von einem Uferpunkte zu dem gegenüberliegenden, 
ohne ersteren zu überschreiten. Auch begrenzen 
beide zusammen, als Linien C aufgefasst, keinen 
Theil des Torus vollständig. Wohl aber begren- 
zen zwei Meridiankreise zusammengenommen einen 
Theil vollständig. Jede geschlossene Linie in der 
Zahlenebene, auf der wir die komplexe Grösse z 
deuten, begrenzt ebenfalls einen Theil dieses Ge- 
bietes vollständig. Anders ist es bei unserer aus 
zwei Blättern bestehenden Riemann'schen Fläche. 
Zieht man eine geschlossene Linie, welche keinen 
der Punkte a\, 02, 03, 04 einschliesst, so begrenzt, 
wie man sieht, diese den Theil, den sie einschliesst, 
vollständig. Denn schneidet man längs dieser Li- 
nie, welche ganz in einem Blatte verlaufen muss, die 
Fläche durch, so fällt das Innere heraus, ein Beweis, dass es mit der übrigen 




Fig. 34. 




Fig. 35. 



151 




Fig. 36. 



Fläche nicht zusammenhängt und man also aus dem Inneren nicht hinausge- 
langen kann, ohne die gezeichnete Linie zu überschreiten. 

Ziehen wir aber die Kurve A, welche ganz im oberen Blatte verläuft, und 
welche die Punkte a\, 02 (Fig. 34) einschliesst, dann begrenzt diese keinen 
Theil der Fläche vollständig. Denn man kann von einem Punkte m, der auf 
der einen Seite des Randes von A liegt, zu dem gegenüberliegenden m! des 
anderen Randes gelangen, ohne A zu 

überschreiten, längs des Weges mnom' , welcher „* ' »^ 

bei n ins untere Blatt tritt und bei o aus diesem / 
wieder ins obere. Da A blos im oberen verläuft, / 
so trifft mnom' die Linie A nicht. ', 

Durchschneiden wir also längs A das obe- \ 
re Blatt, so bleibt die Fläche noch zusam- * 
menhängend, und durchschneiden wir die Fläche 
längs der Linie mnom', so bleibt sie auch noch 
zusammenhängend, denn geht man von m am in- 
neren Rande von A fort, so gelangt man notwendig an das gegenüberlie- 
gende Ufer des Schnittes mnom', was beweist, dass die Fläche noch zusam- 
menhängt. 

Wir denken uns nun die Fläche T längs der gezeichneten Linien A und B 
durchschnitten, so dass ein Ueberschreiten des Randes nicht möglich ist. Die 
so erhaltene Fläche T' hängt zusammen in allen ihren Theilen und ihre Be- 
grenzung besteht aus einem Zuge mnopqrstuvwxm. In dieser Fläche T' 
begrenzt jede geschlossene Linie C einen Theil vollständig; schneidet man al- 
so T' längs C durch, so fällt dieser Theil aus. Denn eine solche Linie C kann 
entweder blos in einem Blatte verlaufen, dann ist das Gesagte von vornherein 
klar, oder sie kann durch beide Blätter laufen, dann kann sie entweder nur 
einen der Punkte o einschliessen und sich also in Form einer Spirale (Fig. 36) 
um diesen herum winden. Durchschneidet man längs dieser T', so fällt der 
Theil, welcher a enthält, hinaus, daher begrenzt C diesen Theil vollständig. 
Oder C umschliesst mehrere Punkte o, dann muss sie 
parallel dem durch die Schnitte A, B entstandenen 
Rande verlaufen und beim Durchschneiden längs der- 
selben fällt also ein Theil ab, d. h. C begrenzt einen 
Theil vollständig. 

Jede geschlossene Linie D auf unserer Fläche T, die 
also längs A und B noch zusammenhängt, begrenzt 
entweder für sich allein oder in Gemeinschaft mit A 
und B einen Theil von T vollständig. Denn würde D 
diess nicht thun, so könnte man von einem Punkte p 
(Fig. 37) am inneren Rande zu dem gegenüberliegenden 




Fig. 37. 
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Punkte p' am äusseren Rande von D auf einer in T verlaufenden und A, B, 
D nicht schneidenden Linie L gelangen. Durchschneidet man nun T längs A 
und B, so treffen diese Schnitte L nicht, und man kann daher längs D fortge- 
hend, nöthigenfalls an den Rand von T 1 weiterschreitend*) von einem Ufer 
von L zu dem anderen gelangen, d. h. L ist eine geschlossene in T 1 verlaufende 
Linie, die für sich allein genommen keinen Theil von T' vollständig begrenzt, 
was, wie wir zeigten, nicht stattfinden kann. Es muss also jede geschlossene 
Linie D in T für sich allein oder mit A und B zusammengenommen einen 
Theil von T vollständig begrenzen. 

Hieraus folgt aber, dass wir auf unserer 
Fläche T nicht mehr als zwei geschlossene Li- 
nien finden können, die für sich sowohl, als 
zusammengenommen keinen Theil der Fläche 
vollständig begrenzen. Denn seien A' , B' , C' 
irgend drei Linien, welche keinen Theil von 
T weder für sich noch zusammengenommen 
vollständig begrenzen. Dann kann man von 
dem Randpunkte p (Fig. 39) von A' zu dem 
gegenüberliegenden p' auf einer Kurve L ge- 

Fig. 39. 

langen, welche A in m schneiden möge, die 
aber B', C' nicht trifft, was nach der Vor- 
aussetzung, dass A' , B' , C' keinen Theil von T vollständig begrenzen, stets 
möglich ist. Durchschneidet man nun T längs A, B', C 1 , lässt aber längs A' 
den Zusammenhang bestehen, so kann die Fläche durch diesen Schnitt längs 
A nicht zerfallen; denn die Linie L, welche bei p'p die Kurve A' übersetzt, 
führt von einem Randpunkte m zu dem gegenüberliegenden, ohne einen der 
entstandenen Ränder zu überschreiten, da sie B' und C nicht schneidet, da- 
her werden A, B' , C' auch keinen Theil der Fläche vollständig begrenzen. 
Verfährt man nun auch so mit B und B', so sieht man, dass auf Grund 
der Voraussetzung auch A, B, C' zusammengenommen keinen Theil der 
Fläche vollständig begrenzen können, was nicht angeht. Daher können auf T 
nicht mehr als zwei geschlossene Linien existiren, welche weder einzeln noch 
zusammen keinen Theil der Fläche vollständig begrenzen. Mit jeder wei- 




*) Es könnte nämlich D von A in a geschnitten werden und hierdurch würde beim 

Durchschnitte der Punkt a (Fig. 38) in die Punkte a! , a" auf entge- jy a 

gengesetzten Ufern von A getrennt werden. Da man aber längs des 3^ 

Randes von T' , der eine einfache zusammenhängende Linie ist, von a" ^ 

ausgehend sicher nach a' gelangen kann, so kann man auch von jedem (ttsZ- 

Punkte der Linie D aus diese durchlaufen, ohne den Rand von T' zu ^y^\ 

überschreiten. p. 38 
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teren geschlossenen Linie begrenzen dieselben dann notwendig einen Theil 
vollständig. 

Existiren auf einer Fläche n geschlossene Kurven, welche zusammenge- 
nommen keinen Theil derselben vollständig begrenzen, welche aber im Verei- 
ne mit jeder anderen geschlossenen Linie einen Theil vollständig begrenzen, 
so heisst die Fläche nach Riemann n + 1-fach zusammenhängend. Unse- 
re Fläche T ist also dreifach zusammenhängend, die Fläche T 1 ist einfach 
zusammenhängend. Die Fläche T kann aber auch nicht durch mehr als zwei 
Schnitte, z. B. längs A und B, in eine einfach zusammenhängende verwandelt 
werden; denn wie wir eben zeigten, existiren höchstens zwei Linien, welche zu- 
sammengenommen noch keinen Theil vollständig begrenzen, mit denen aber 
zusammengenommen jede dritte einen Theil von T vollständig begrenzt. Zer- 
schneidet man also T längs allen drei Linien, so muss ein Theil herausfallen. 

Die vorstehenden Betrachtungen bezogen sich blos auf unsere geschlossene 
Fläche T, lassen sich aber ohne weiteres auf berandete Flächen beliebigen 
Zusammenhanges erweitern, worauf aber nicht eingegangen werden soll*) . 



*) Vergleiche: RlEMANN: 1. c, NEUMANN: Theorie der Abelschen Integrale. DuREGE: 
Elemente der Theorie der Funktionen einer komplexen Variablen, u. a. 



II. Funktionen auf der Riemann'schen Fläche. 

39. Auf unserer Fläche T haben wir x gedeutet und jedem Punkte auf der- 
selben entsprach ein bestimmter Wert von x und y. 

Wir sagen: Es ist y eine eindeutige Funktion des Ortes auf der Rie- 
mann'schen Fläche, indem wir unter Ort einen Punkt der Fläche verstehen, 
dem ein bestimmter Wert der komplexen Variabein x zugehört, dem aber 
auch ein bestimmter Wert y entspricht. Ist nun R(xy) eine beliebige ratio- 
nale Funktion von x und y, so wird diese auch eine eindeutige Funktion des 
Ortes auf unserer Riemann'schen Fläche sein, denn jedem Punkte derselben 
ist ein bestimmtes x und y zugeordnet, also auch ein bestimmter Wert von 
R(xy). Auf der Riemann'schen Fläche T der Funktion y ist also jede ratio- 
nale Funktion von x und y eine eindeutige Funktion des Ortes. Wir werden 
später die Umkehr dieses Satzes beweisen (vgl. 44, S. 168). 

Betrachten wir nun das Integral 

f x dx 
w = — , 

Jx y 

so ist dieses auf T keine eindeutige Funktion des Ortes mehr, wohl aber auf 
der zerschnittenen Fläche T 1 . Denn auf T 1 bildet jede geschlossene Linie die 
vollständige Begrenzung eines Theiles der Fläche T r , auf derselben ist ferner 
y eine eindeutige Funktion von x. Erstrecken wir daher das Integral w einmal 
längs des Weges xqüx, das anderemal längs Xßbx, so wird die geschlossene 
Linie XQaxbxQ einen Theil der Fläche vollständig begrenzen und durch stetige 
Aenderung innerhalb dieses Theiles kann man den Weg xqöx in den Weg xqüx 
überführen. 

Es tritt nur ein Bedenken auf, nämlich das, dass bei dieser Ueberführung 
einer der Punkte a\, 02, 03, 04 für den y = wird oder der Punkt x = 00 
überschritten wird. Wir sahen aber (Einleitung 14, S. 36), dass ein Punkt, für 
den der Integrand unendlich wird, immer vom Integrationswege überschritten 
werden kann, wenn das geschlossene Integral 

f(x) dx = 

ist. Dies trifft aber für die Punkte 01, 02, 03, 04 zu. Denn setzen wir z. B. 

x — a\ = Qe lLp 
und halten g konstant, so ist 

y = gh i 2F{x), 
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wo F(a\) endlich ist. 
Es wird 

dx 1 [fO+** id - 



' oi y Jifo \ X ' 

d. h. das geschlossene Integral wird unendlich klein, sobald g unendlich klein 
wird und ist mithin null. Wir können daher mit dem Integrationswege einen 
solchen Punkt überschreiten. 

Aehnliches gilt für den Punkt x = oo, denn es ist 

dx 

— = 0. 

oo y 

Setzt man nämlich 

/ 1 

x = — 

X 



so wird 



y = \J A{\ — a\x'){\ — a,2x')(l — a^x')(l — a^x'), 



y' y 



und da für x = oo . . . x' = ist, so folgt 



f dx' f dx 

Jo y' Jz y ' 



Es ist aber y' für x' = endlich und von Null verschieden, daher 

f dx' 

Jo y 

Nehmen wir nun das Integral 

'' x dx 



w(x) 

Ixq y 

innerhalb T auf irgend einem Integrationswege von xq nach x hin erstreckt, 
so kann bei Abänderung des Integrationsweges innerhalb T der Wert des 
Integrales sich nur um von x unabhängige Grössen ändern, die von der Form 
des Integrationsweges abhängen. Denn da 

dw(x) 1 
dx y 
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eine eindeutige Funktion des Ortes auf T ist, so wird stets , denselben 
Wert haben, wie immer wir die Variable von xq nach x führen, und folglich 
können sich die verschiedenen Werte von w (x) nur um Grössen unterscheiden, 
die von x unabhängig sind. 

Wir wollen nun zeigen, dass alle diese Grössen sich als ganzzahlige Viel- 
fache zweier bestimmter Konstanten darstellen lassen. 

Wir wissen, dass 



w(x) 



x dx 

x y 



innerhalb der zerschnittenen Fläche T 1 eine ein- 
deutige Funktion des Ortes ist, also unabhängig 
von dem Integrationswege, der für x vorgeschrie- 
ben ist. Es sei w(m") und w(m') der Wert von 
w(x) in zwei Punkten m', m" von T' (Fig. 40), die 
einander gegenüber auf den Ufern von A liegen, 
die gleichsam als die Punkte aufzufassen sind, die 
aus einem Punkte der Linie A durch Zerschnei- 

Fig. 40. 

düng entstanden sind. Da der Wert des Integrals 

w{m") von dem Integrationswege innerhalb T 1 unabhängig ist, so können wir 
das Integral w(x) von xq nach m! und von da nach m" führen und erhalten, 
wenn wir als letztern Integrationsweg m! ni^ri^n^m" wählen, 




w(m") = w(m f ) + w(m'n\) + w^i^n^n^) + w(ri4jn"), 

wo w(m'n\) das von m! nach n\ erstreckte Integral ist. Da nun } ' im 
m" und m! denselben Wert besitzt, so wird das Integral, von m! nach n\ 
erstreckt, denselben Wert haben, wie das von m" nach 714 hin erstreckte und 
daher ist 

w(m'ni) = w(m"n/\) = —w{n^m") 

Es folgt somit aus der obigen Gleichung 

w(m ) = w(m) = iü (711/12^3^4) 

für alle Punkte m', m" , die einander auf den Ufern von A gegenüberliegen. 

Wir setzen 

f dx 
w(nin 2 n^n4) = — = C, 

Jb y 

indem wir das Integral längs der geschlossenen Linie B im Sinne rixn^n^n^ 
hin erstrecken und n\ mit 724 zusammenfallend denken. 
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Wenn wir also unserer Variabein x erlauben, von m' nach m" über A 
hinüber zu gehen, d. h. wenn wir x in T variiren, so wird bei diesem Ueber- 
schreiten sich w(x) plötzlich um C ändern. 

Es ist klar, dass bei dem Ueberschreiten der Linie A in entgegengesetzter 
Richtung von m" nach m! sich w(x) plötzlich um —C ändert. Aehnliches gilt 
für das Ueberschreiten der Linie B von p' nach p" . Setzt man 

f dx 

winim'n) = / — = C\, 

Ja y 

so wird 

w{p")=w{p') + Ci. 

Aendert sich also x in T, so wird bei dem Uebertritt des x von p' nach 
p" sich das Integral plötzlich um C\ ändern. 

Da sonst die Aenderung von w(x) in T und T 1 dieselbe ist, so erhalten 
wir das Resultat: 

Ist w(x) der Wert des Integrals von xq nach x innerhalb T 1 auf irgend 
einem Wege J erstreckt undw\(x) der erlangte Wert auf irgend einem Wege 
J\ innerhalb T , so wird 

w(x) = wi(x) + nC + n\C\, 

wo n und n\ ganze Zahlen sind. 

Es möge J\ die Linien A und B resp. m + m\ und m! + m^ mal schnei- 
den und zwar, wenn wir J\ von xq nach x durchlaufen, m resp. m'mal in 
positiver, m\ resp. m^mal in negativer Richtung, wobei wir unter positiver 
Ueberschreitungsrichtung die im Sinne der Pfeile der Fig. 40 verstehen. 

Wollen wir den Weg J\ nun so in J2 abändern, dass er auch in T 1 intakt 
bleibt, also beim Zerschneiden von T nicht in getrennte Theile zerfällt, so 
müssen wir bei jedem Ueberschreitungspunkte von 
s nach t (Fig. 41) den Weg 551525354t hinzufügen, 
wobei also w(x) um C oder C\ wächst, wenn die Ue- 
berschreitung von A resp. B in positiver Richtung 
stattfand oder um — C, — C\, wenn diese Ueberschrei- 
tungen in negativer Richtung erfolgten. 

Hierdurch wird aber w\(x) den Wert 

wi(x) + (m — m )C + {m\ — mi)C\ 

erhalten auf J2 und da J2 auch in T 1 zusam- Fig. 41. 

menhängend bleibt, so muss dies derselbe Wert sein, den w(x) auf J erhält, 
da w(x) in T' eindeutig ist, also ist 

w(x) = u>i{x) + nC + n\C\. 
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Wir wollen C und C\ die Elementarperioden des Integrals w(x) nennen 
und nC + n\C\ die Konstante, um die sich überhaupt die Werte von w(x) 
in einem Punkte von T unterscheiden können, sollen Perioden des Integrals 
heissen. Dann ersehen wir, dass alle Perioden des Integrals w(x) ganzzahlige 
Vielfache der Elementarperioden C und C\ sind. 

40. Wir wollen diese Konstanten C und C\ näher 
betrachten. Es ist 



C 



dx 

b y 



das Integral in der Richtung des Pfeiles (Fig. 42) er- 
streckt. Da aber die Linie B\ genau in derselben Wei- 
se von einem Ufer von A zu dem entgegengesetzten 
führt, so ist auch 




C 



dx 

b x y ' 



Nun lassen wir B\ aus der Geraden 12, dem kleinen Kreise 234, der Geraden 
45 im unteren Blatte von T und dem kleinen Kreise 561 bestehen. Dabei 
setzen wir voraus, dass 4 unterhalb 2 und 5 unterhalb 1, also die ganze 
Gerade 45 unterhalb 21 liege. Es wird also 



-C 



dx f dx 1 


dx f dx 


— + / — + / 


— + / — 


y ^234 y J 


y J56i y 



Die Integrale längs der kleinen Kreise 234 und 561 sind mit dem Radius 
dieser Null als Integrale um den Punkt ü2 resp. 03, wie wir S. 155 sahen. 

In zwei untereinander liegenden Punkten der Geraden 12 und 45 wird y 
gleiche, aber entgegengesetzt bezeichnete Werte besitzen. Ist also y der Wert 
für x im oberen und y' im unteren Blatte, so wird 



also 



dx 


dx 


y 


5 

y 




4 


dx 


_/ 


dx 


y 


J 


V 
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wobei das erste Integral im oberen, das zweite im unteren Blatte zu erstrecken 

ist. Es wird mithin 

2 5 

dx 



1 



dx 

y 



y 



Lässt man nun 1 und also auch 5 mit 02, sowie 2 und 4 mit 03 zusammen- 
fallen, so wird 

J y 

wobei das geradlinige Integral im oberen Blatte zu erstrecken ist. 
Genau so verfahren wir mit 



Ci 



dx 

a y ' 



Wir ersehen, da C\ auch das Integral erstreckt 
längs 12 34 5 61 ist, wobei 5 resp. 4 unterhalb 1 resp. 
2 liegen sollen (Fig. 43). 

Also ist 



Gx 



dx 

y 



dx 

234 y 



dx 

y 




und da genau so wie früher 



dx 

y 



dx 

y 



folgt, und wenn wir 1 und 2 mit a\ resp. ü2 zusammenfallen lassen, die 
Integrale längs 2 3 4 und 5 61 also verschwinden, so ergiebt sich 



"2 



Ci 



dx 

y 



Ol 



das Integral im oberen Blatte links von der Geraden a\ai hin zu erstrecken. 
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41. Wir hätten unsere Riemann'sche Fläche T durch irgend zwei an- 
dere dieselbe nicht zerstückelnde Schnitte A', B' in eine einfach zusam- 
menhängende T\ verwandeln können und hätten dadurch zwei andere Kon- 
stanten 

C' = I — , C[ 



dx 

a y 



dx 

'b> y ' 

als Elementarperioden erhalten. 

Nun sahen wir aber S. 157, dass man eine der Kur- 
ven z. B. B' immer durch B ersetzen kann, d. h. dass 
die Kurve B' genau so von einem Ufer von A zu dem 
gegenüberliegenden führt, ohne A weiter zu treffen, 
wie B und also ist C' = ±C je nach dem Sinne, in 
dem B 1 durchlaufen wird. Dann wird aber A' durch 
A ersetzbar und also auch Cj = ±C]_. So z. B. kann 
A (Fig. 44) ersetzt werden durch A 1 auch dem Sinne 
nach, da sie in derselben Weise B überschreitet, d. h. 

es ist 

r dy = r dy 

Ja x Ja 1 x 

oder mit Rücksicht auf den in 40 gefundenen Wert, dem sich ein analoger für 
A' an die Seite stellt, 

Ü2 Ü4 




C 



1 



Fig. 44. 



dy 



X 



dy 



oi a 3 

beide im oberen Blatte, das erste links, das andere rechts von der Geraden 
hin erstreckt. 

Ebenso hätte man B durch B', diese im entgegengesetzten Sinne des 
Pfeiles (Fig. 44) ersetzen können, woraus dann 



";-! 



dy 



x 



a,\ 



dy 



(!■> 



a\ 




folgt, beide Integrale im oberen Blatte, das erste rechts, 
das zweite links von der Geraden hin erstreckt. 

Hieraus ersehen wir aber, dass, wenn wir die ur- 
sprüngliche Riemann'sche Fläche statt mittels der Ver- 
zweigungsschnitte a\ü2 und 0304 zu bilden, mit Hilfe 
der Schnitte 0404 und 0203 (Fig. 45) herstellen, dadurch die Elementar Peri- 
oden für die nun etwa auftretenden Kurven A', B' die Werte C[ = —C und 
C' = —C\ erhalten. 



Fig. 45. 
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Wir sehen also, dass die Elementarperioden unabhängig sind von der 
Art der Zerschneidung von T ebenso wie von der Art, wie wir die Verzwei- 
gungsschnitte in T annehmen, wesentlich nur von den Werten a\, 02 > a 3> a 4 
abhängen. 

42. Die Funktion 

dx 



w(x) 



x \/A(x - ai)(x - a 2 )(x - 03) (x - 04) 



wird, wie wir gleich zeigen werden, für keinen Wert von x unendlich und heisst 
»ein überall endliches Integrale auf der Riemann'schen Fläche T, welche zu 
der Funktion 

y = v A(x — a\){x — a^) (x — 03) (x — 04) 

gehört. 

w(x) könnte unendlich werden für x = a\, a.2, 03, 04 oder für x = 00. 
Für alle anderen Werte verhält sich der Integrand regulär und kann w(x) 
daher nicht unendlich werden. 

Es sei x in der Umgebung von a\ gelegen. Wir nehmen x\ ebenfalls in 
der Umgebung von a\ an und schreiben 

x) = Vi — , 

J xq y J x\ y 

wo der Integrationsweg des zweiten Integrals ganz in die Umgebung von a\ 
fallen soll. Da das erste Integral jedenfalls endlich ist, sobald wir vorausset- 
zen, was wir thun wollen, dass der Integrationsweg durch keinen der Punkte 
a\, ü2, 03, 04 oder 00 führt, in denen wir das Verhalten noch nicht kennen, 

so bleibt nur das f5 ^ auf seine Endlichkeit zu untersuchen übrig. 
jx\ y ° 

Wir setzen 

V A(oi - 02)(oi - 03) (Ol - 04) 
so ist B endlich. Da die Funktion 

1 



\fA{x — ü2)(x — a^)(x — 04) 

für x = a\ endlich und von Null verschieden ist, ebenso ihre Differentialquo- 
tienten, so können wir dieselbe nach dem Taylor'schen Theorem entwickeln 
und erhalten für die Umgebung von a\ 

1 

B + Bi(x - 01) H 



s/A(x — ci2)(x — 03) (a; — 04) 
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und daher wird 

- = j[B + Bi{x - 01) + • • • 

y (x-oi)2 

b , a 

= r + Sl(x-Ol)2 +••• , 

(x — Oi)2 

wobei es gleichgiltig ist, welchen Wert von y/x — a\ wir nehmen. Es wird 
dann 



/dx , , i o ,3 

— = N + 2ß(x - oi)2 + 4ßi(a; - 01)2 
2/ 



wenn N die Integrationskonstante ist. 
Indem wir 



= N + 2,B(x z - 01)2 + |ßi(xi - 01] 



1 1 _ . .3 

2 



setzen, wodurch A" endlich und bestimmt ist, da x\ in der Umgebung von ai 
liegt, sehen wir, dass 

/ — = N + 2B(x- 01)2 + \B(x -01)2 +... 



wird, und dass daher 



— = N 
xi 2/ 



endlich ist. Dasselbe gilt für 02, 03, 04. 

Für x = 00 betrachten wir das Integral vor Allem für sehr grosse Werte 

von x, für welche also x nicht mehr die Werte alt 02, 03, 04 annehmen kann. 

Wir setzen zu diesem Behufe 

1 

X 7, 

x' 
dann wird x' sehr kleine Werte annehmen. Wir führen ferner den Integrati- 
onsweg in T von xq nach x in bestimmter Weise, dann wird sich auch x' in 
bestimmter Weise von Xq bis x' ändern. Es wird nun 

- _^ 

Lids r. j 

X ,z 



V A(x — ai)(x — 02) (x — 03) (x — 04) 

a/A(1 — aix / )(l — a2x')(l — 03x')(l — a4x') 
x /2 
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also 

dx 

y/A(x — a\)(x — a2){x — 03) (x — 04) 

dx' 



yM\ — aix')(l — a2x')(l — 03a/) (1 — a^x') 
und daher 

X) = 

Jx y/A(x - a\)(x - 02) (x - 03) (x - 04) 



/ X 

Xq 



dx' 



\/A(l — aix'){l — cl2x')(1 — a^x')(l — a^x') 



wenn x' den Weg beschreibt, der ihm vermöge der Beziehung x = — zu- 
kommt. Aus der Gleichung sieht man aber ohne weiteres, dass w(x) für x = 00 
oder x = endlich bleibt, da das zweite Integral sich in der Umgebung von 
x' = ganz regulär verhält. 

43. Da das Integral w(x) eine Funktion der komplexen Variabein x ist, 
so wird durch dasselbe die Zahlenebene oder die Riemann'sche Fläche, auf 
welcher wir x deuten, konform auf die Ebene, in der wir w deuten, abgebildet. 
Bei dieser Abbildung bleiben die Winkel im Allgemeinen erhalten und nur 
für die Werte, für welche -j^- = oder 00 ist, findet eine Ausnahme statt. 

Nun wird ^ = 00 nur für x = a\, (12, 03, 04. Untersuchen wir daher die 
Abbildung der Umgebung von a\ der Riemann'schen Fläche auf die Ebene 

von w. Wie wir eben sahen, ist 

1 o .3 



w — w ai = 2B(x — a\)i + |-Bi(x — a\) 



2 



wenn für x = a\ . . . w = w ai wird. Es entsprechen also jedem x zwei Werte 
von w, aber diese Werte von w kommen in der Umgebung von w ai miteinan- 
der nicht in Kollision, sondern haben auf der schlichten Ebene um w ai herum 
Platz; denn die beiden Werte sind 

1 9 
w\ - w ai = (x - a\)2{2B + 3 -Bi(x - a\) -\ } 

1 9 
w 2 - w ai = -(x - ai)2{2B + 3-Si(x - a\) -\ } 
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und liegen also (Fig. 46) stets diametral einander gegenüber in 
Bezug auf w ai . Daher wird jedem Werte w in der Umgebung 
von w ai ein ganz bestimmter Wert von (x — a\) entsprechen 
und dem diametral gegenüberliegenden Wert w' wird derselbe 
Wert (x — 01) entsprechen, nur wird 

1 2 

w\ - w ai = (x - ai)z{2B + 3-Bi(x - a\) -\ } 




3 J 
w' - w ai = ~(x - oi)2{25 + lBi{x - Ol) + • • • } 



sein, d. h. ordnet man dem Punkte w den Punkt x im oberen Blatte der 
Riemann'schen Fläche zu, so wird w' dem Punkte x im unteren Blatte 
entsprechen, da für diesen y, also auch y/x — a\ das entsprechende Vor- 
zeichen besitzt. Mit anderen Worten: Die Umgebung von a\ in den bei- 
den übereinanderliegenden Blättern der Riemann'schen Fläche wird auf die 
schlichte Umgebung von w ai durch das Integral w abgebildet. Es hört in dem 
Punkte x = a\ für w = w ai die isogonale Abbildung auf und zwei Werten 
von x und x f , für welche a\x und ai#' den Winkel (f miteinander bilden, 
entsprechen die Werte w und w' , so dass w ai w und w ai w' den Winkel ^ 
bilden. Denn setzt man 

c , 



x' — a\ 



so wird in erster Annäherung 



w ~ w ai _ j!ß 



w — w 



e 2 , 



Ol 



da man für sehr kleine Werte 



w — w ai = 2B(x — ai) 2 

setzen kann. 

Hieraus ergiebt sich, dass der Winkel 

(w'w ai w) = ^(x'aix) 

ist. 

Da ferner 4^ = f-, nur null werden kann für x = oo, so könnte noch dieser 
dx y 

Wert eine Ausnahmsstelle geben. Wir sahen aber (S. 163), dass sich für die 
Umgebung der Stelle x = oo das Integral ganz regulär verhält, also, dass 
die Umgebung dieses Punktes mit Erhaltung der Winkel auf die Umgebung 
eines bestimmten Punktes w abgebildet wird. 
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b) 



Fig. 47. 



Wir denken uns nun (Fig. 47a) die Riemann'sche Fläche längs der Kurven 
A und B durchschnitten, so dass wir aus jeder Kurve A und B die beiden 
Begrenzungslinien A\A<i und -B1-B2 erhalten, die zusammengenommen die 
ganze Begrenzung von T 1 bilden. Wir setzen voraus, dass w im Punkte m\, 
welcher der Schnittpunkt der Begrenzungslinien A1B2 ist, den Wert w\ ha- 
ben soll, dann ist der Wert von w in m^ gleich w\ + C. Lassen wir nun x die 
Linie A\ durchlaufen, so wird w von w\ aus irgend eine Kurve A'y beschreiben 
(Fig. 47b) und nach W2 gelangen, wenn x nach 7712 gelangt. Denken wir uns 
gleichzeitig mit x, welches längs A\ läuft, einen Punkt x' verbunden, welcher 
längs A2 läuft, so dass entsprechende Punkte x und x' gerade einander ge- 
genüber am Rande liegen, so wird w(x') auch eine Linie Al, durchlaufen, die 
aber derartig mit A'y im Zusammenhange steht, dass die Punkte w(x) und 
w(x f ) gerade immer um C von einander abstehen. 

Wird x nach 7712, also x' nach 777,3 gelangen, so hat w den Wert u>2 resp. 
u>3 erhalten, und es ist die Strecke 

W1W4 = W2W3 = C 



nach unserer geläufigen Deutung der komplexen Grössen. 

Von 1712, wo wh m h x anlangten, durchlaufen wir (Fig. 47a) nun die Linie 
77127121713, wodurch w (Fig. 47b) irgend eine von W2 nach ^3 gehende Kurve 
By beschreibt. Der Punkt x' wird gleichzeitig die Kurve B2 oder 7n\7i^7n^ 
beschreiben, also w' eine Kurve B'2, deren entsprechende Punkte um die 
Konstante C\ von denen von By entfernt sind. Es ist 

äpj[ = W3W4 + G\ . 

Hierdurch ist die Begrenzung minim2ra2 m 3 n 3 m 4 n 4 m l der Fläche T' in 
den Zug w\W2Wi w A w l i n der w-Ebene abgebildet. Dieses krummlinige Par- 
allelogramm ist nun das Bild der zerschnittenen Riemann'schen Fläche T 1 . 
Denn da auf T 1 das Integral w nicht unendlich wird, so kann die Abbildung 
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von T 1 mittels w den Punkt w = oo nicht enthalten, und das Bild muss eine 
zusammenhängende Begrenzungslinie haben gerade so wie T 1 . 

, t% 4 , die den Punkten a\, 02, 03, 04 von T' 



Die Punkte w. 



ai 



"^02 5 W CL3 



entsprechen, sind ganz gewöhnliche Punkte der -u;- Ebene. 

Die Winkel des krummlinigen Parallelogrammes W1W2W3W4 müssen zu- 
sammengenommen 4 Rechte geben, denn sie geben zusammengenommen die 
isogonale Abbildung der Umgebung des Punktes m, welcher zu den vier Zip- 
feln mi, m 2i m 3> m 4 i n T f wird, und der Punkt m ist ein ganz gewöhnlicher 
Punkt von T, es wird also seine Umgebung mit Erhaltung der Winkel abge- 
bildet. 

Denken wir uns nun die Fläche T unzerschnitten, aber die Linien A und 
B markirt. Wenn wir mit x dann A 
überschreiten, so wird w nicht mehr im Paral- 
lelogramm W1W2W3W4 liegen, sondern, da man 
mit x in T 1 an die Linie Ai gelangen würde 
und über dieselbe hinaustritt, so wird w die 
Linie Al, in der Richtung des Pfeiles (Fig. 48) 
überschreiten und wenn wir nun wieder T 1 ab- 
bilden wollen, so müssen wir von 7724 d. h. auf 
der w-Ebene von W4 anfangen und erhalten 
das Parallelogramm w^w^w^w'^, welches sich 
an das erste W1W2W3W4 längs W3W4 anlegt, 
und diesem kongruent ist. Analog wird bei Ue- 
berschreitung von B in T die Abbildung von 
T 1 ein Parallelogramm W2W^w'^w^ liefern, das 
dem ersten kongruent ist. 

Neben das Parallelogramm w^ 11)3 w'^ «4 
wird sich nun wieder längs w^w^ ein anderes legen, welches auch w^w^w'^w^, 
längs w'^ws anliegt und dieses nicht überdeckt. Denn da um 7^3 sich die 
Winkel W2, w\, W4 des ersten Parallelogrammes lagern, so werden dieselben, 
da ihre Summe vier Rechte ist, gerade die Umgebung von 7^3 erschöpfen 
und die vier kongruenten Parallelogramme lagern sich also lückenlos um 7^3 
herum. 

Auf diese Art erhalten wir die Riemann'sche Fläche T auf unendlich viele 
Parallelogramme in der Ebene w abgebildet und diese lagern sich lückenlos 
so nebeneinander, dass sie die ganze Tü-Ebene überdecken. Hierbei wird auf 
jedes derselben die Riemann'sche Fläche T vollständig abgebildet. 

Nennt man Werte von w, welche von einander nur um ganzzahlige Viel- 
fache von C und C\ verschieden, sind einander kongruente Werte, so liegen 
die zu dem Punkte 77; kongruenten Punkte jeder in einem anderen Paralle- 
logramm und alle die Punkte kommen zur Deckung, sobald man die Paral- 




Fig. 48. 
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lelogramme alle aufeinander legt. Solchen Werten von w entspricht derselbe 
Punkt der Riemann'schen Fläche, d. h. derselbe Wert von x und y. 

44. Betrachten wir nun in 

f x dx 
w = — 

Jx y 

w als unabhängige Variable, dann wird das Integral x und zufolge 



y = y/ A(x — a\){x — a,2)(x — as)(x — 04) 

auch y als Funktion von w definiren. Wir setzen 

x = f(w) 
y = F(w). 

Nach dem Vorstehenden erkennen wir nun, dass dem Werte w und w + 
mC + m\C\, wo m und m\ ganze Zahlen sind, derselbe Wert von x und y 
entsprechen muss, also 

x = f(w) = f(w + mC + miC\) 
y = F{w) = F(w + mC + rn\C\) 

d. h. x und y sind doppeltperiodische Funktionen von w. Da aber jedem Werte 
von w in einem Parallelogramm ein und nur ein bestimmter Punkt auf T 
entspricht, dem ein bestimmter Wert von x und y zugehört, so sind x und y 
eindeutige doppeltperiodische Funktionen von w. 

Da in jedem Blatte der Riemann'schen Fläche ein Punkt x = 00 existirt, 
so wird x = f(w) nur für zwei Werte von w innerhalb eines jeden Peri- 
odenparallelogrammes unendlich d. h. x ist eine doppeltperiodische Funktion 
zweiter Ordnung von w. Wie man aus 



.'/ 



V A(x — a\)(x — ci2){x — a^)(x — 04), 



oder auch aus der Entwicklung S. 144 erkennt, muss y eine doppeltperiodische 
Funktion vierter Ordnung sein. 

Soll F eine eindeutige Funktion des Ortes auf der Riemann'schen Fläche 
T sein, dann muss dieselbe ihren Wert wieder erhalten, wenn x auf einem 
beliebigen Wege auf T in seinen Ausgangspunkt zurückkehrt. Da aber T auf 
die w- Ebene so abgebildet ist, dass jedem Punkte von T je ein Punkt in einem 
der Parallelogramme entspricht, so wird dem Wege, den x in T beschreibt, ein 
bestimmter Weg des w in der w-Ebene entsprechen, der möglicherweise aus 
einem der Parallelogramme in ein anderes führt. Es ist aber F als eindeutige 
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Funktion von x und y auf T auch eine eindeutige Funktion von w auf der 
w-Ebene und da F in kongruenten Punkten der Parallelogramme denselben 
Wert erhalten muss, so ist F eine eindeutige doppeltperiodische Funktion von 
w und als solche daher rational durch x und y ausdrückbar nach Satz 21 
S. 84. Diess die Umkehr des Satzes auf S. 154. 
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45. Wir kehren zu unserer speziellen Funktion z zurück, für welche 

f u = G^(\-z 2 )(\-x 2 z 2 ) (1) 

ist und setzen vor der Hand G = 1. Die Riemann'sche Fläche der Funktion 

y=y/(l-z 2 )(l-x 2 z 2 ) (2) 

hat in z = ±1, 2 = ±^ ihre Verzweigungspunkte. Wir wollen die Verzwei- 
gungsschnitte (Fig. 49) von +1 nach +— und von —1 nach — — führen, und 
setzen fest, dass im oberen Blatte für x = 0, y = +1 ist, also im darunter 
liegenden Punkte x = 0, y = — 1 ist. 



Wir haben dann 

dz 
B V 



+1 



C = 

d = 

Wir setzen*) 

1 
K -- 



dz 
1 2/ 



dz 

y 
j_ 

i y ' 



dz 



Ki 



y/(l-Z 2 )(l-X 2 Z 2 ) 
dz 

^a-z 2 )(i-x 2 z 2 y 




Fig. 49. 



(3) 



dann wird, da 



+ 1 



dz 

y 



dz 

y 



dz 

o y 



dz 

y 



ist, denn der Integrationsweg verläuft ganz im oberen Blatte und geht durch 
z = 0,y = +l, 

C = AK, C x = 2Ki 



*) K\ soll auf der linken Seite von 1 bis — im oberen Blatte hinerstreckt sein und wird 
jedenfalls imaginär sein. 
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und es sind mithin z und y eindeutige doppeltperiodische Funktionen von 

dz 



u 



L 



o >/(l-* 2 )(l 



X 2 2 2 "l 



mit den Perioden 4K und 2Xi , so dass also 

z = f(u) = f(u + 4mK + 2m 1 K 1 ) 
y = F(u) = F(u + 4mK + 2m\K\) 

ist, wenn m und mi beliebige ganze Zahlen sind. 
Wenn wir das Integral 



u 



z dz 

i! y 



(von z = 0, y = +1) längs eines beliebigen 
Weges Oz^i, (Fig. 50) nehmen, so möge es 
in z\ den Wert 



«1 



dz 

ozzi y 



dz 

y 




-y besitzt, also 



erhalten. Das Element des Integrales 

besitzt in untereinander liegenden Punk- Fig- so. 

ten der Riemann'schen Fläche gleiche und 

entgegengesetzt bezeichnete Werte, da z = 

z' ist, aber y im oberen Blatte den Wert y, im unteren y' 

ist 

dz dz' 

y y' ' 

Nehmen wir also das Integral im oberen und unteren Blatte längs Wegen, die 
genau unter einander verlaufen, denen dasselbe z und gleiche entgegengesetzt 
bezeichnete y entsprechen, so wird 

dz' 



dz 

y 



A 



V 



sein. 



Wir wollen das erste Integral von (0, 1) bis zu (z\, y\), das zweite von 
= 0, y' = 1, d. h. z = 0, y = — 1 bis zu (z^y'^) = (zi,—yi) in der oben 



angedeuteten Art führen und es wird daher 

•(zi.s/i) dz r(zi-yi) dz' 



(0,1) 



.4. 



(0,-1) 
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Setzen wir nun z\ = 0, y\ = 1, so wird A = sich ergeben und daher ist 

<(z,y) dz Az-y) ^ 



Wir setzen 



(0,1) V 
(z,y) dz 



(0,-1) y 



7 ' 



(/ 



(z-y) dz ' 



'(o,i) 2/ ^(o,i) v 

so dass also, wenn z = f(u), y = F(u) die doppeltperiodischen Funktionen 
von u sind, 

z = f(v), y=-F(v) 

wird, d. h. z nimmt für u und v dieselben Werte, y gleiche entgegengesetzt 
bezeichnete Werte an. Es kann 

< z ~v) dz' [(° - 1 ) dz' /"(* -v) dz' /"(O - 1 ) dz' /"(«'») dz 



(0,1) 



y 



(o,i) 



y 



oder 

gesetzt werden, da 



'(o,-i) y 

v = 2K -u 



(0,1) 



y 



(0,1) 2/ 



(0'" 1 ) dz' 



(0,1) 



y' 



dz' 
V 



2K 



sich ergiebt, wenn man das Integral rech- 
ter Hand so nimmt, dass der Integrations- 
weg die nebenstehende gezeichnete Kurve 
(0,1)1(0,-1) ist. 

Somit folgt, dass wenn f(u) = f(v) ist, 



u 



-v + 2K + mAK + m\2K\ \ 
= -v-2K + (m + 1)4K > (4) 



-m 



l2#ij 



ist, wenn u und v nicht selbst kongruente Wer- 
te sein sollen, d. h. wenn 

u ^ v + m4K + ra\2K\ 



«Mß 



\(0-rj 



u. 



Fig. 50a. 



welch letztere nach den 



sein soll. Die Werte u und 2K — u oder — 2K 
Perioden kongruent sind, liegen, wie man sieht, in einem der Parallelogram- 
me, auf welche die Riemann'sche Fläche abgebildet wird und sind diejenigen, 
welche demselben z und gleichen entgegengesetzt bezeichneten y angehören. 
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Die Funktion z = f(u) ist also doppeltperiodisch, eindeutig und von 
zweiter Ordnung, welche für u und 2K — u dieselben Werte annimmt. 

Es ist /(0) = f(2K) = und f(K) = 1, da u = J Q Z ^f für z = 
verschwindet und für z = 1 den Wert K annimmt. 



46. Es sei u = a für den Punkt z = oo des 
oberen Blattes, dann wird u = 2K — a für den 
Punkt z = oo des unteren Blattes. Es ist dann 



Q 



00 dz 

i! y ' 



Wir erstrecken das Integral längs m oo 
(Fig. 51), welche Kurve ganz im oberen Blatte 
verlaufen soll, also ist 




Q 



dz 
Omoo V 



Fig. 51. 



Wir konstruiren eine zweite Kurve Onoo, welche aus der ersten Omoo ent- 
steht, wenn man auf dem Radiusvektor des Punktes m die Strecke Om in 
entgegengesetzter Richtung nach On abträgt. Dann wird, wenn man in a die 
Substitution z = — z' macht, 



<\ 



dz' 



'Onoo y 

da y das Vorzeichen nicht ändert, d. h. 

f dz 
a = - — , 

JOnoo y 
wenn die Integrationsvariable wieder mit z bezeichnet wird. Es ist daher 



2a 



dz 

One» y 



dz 
Omoo y 



dz 
Onoomoo 2/ 



Nun begrenzen die Linien A und oonOmoo zusammengenommen einen 
Theil des oberen Blattes vollständig, d. h. die Kurve oonOmoo ist in die 
Kurve A durch stetige Umformung überführbar, also ist 



r dz r dz 

J oonOmoo V JA V 



2Ki. 
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Oder auch die Linie oonOmoo überschreitet (Fig. 51) bei b die Kurve B, führt 
also gerade so wie die Kurve A und in derselben Richtung von einem Ufer 
von B zum anderen, also muss 

dz f dz 

-= / — = 2K X . 

bOmoonb V J A V 

sein. Es ist daher a = K\ und wir ersehen also, dass f{K\) = f(2K±Ki) = 
oo ist. 

47. Wir wissen aus der Theorie der doppeltperiodischen Funktionen, wie 
solche zu konstruiren sind. Bestimmen wir also ■#- Funktionen, deren Perioden 
u> = 2K und u/ = 2K\ sind, für die 

q = e ^ = e^TT* 
ist, so wird*) 

- f ( \ ^^iW 

sein; denn die Funktion rechter Hand ist doppeltperiodisch, mit den Perioden 
2uj = 4K, ui' = 2K\, sie ist eindeutig, verschwindet für u = 0, u = ui = 2K, 
wird unendlich für 

u = Ki = — , u = u -\ = 2K + Ki 

und nimmt für j = K den Wert 1 an, wodurch sie vollständig bestimmt 
ist und mit z = f(u) identisch sein muss. Wir ersehen also, dass unsere 
Differentialgleichung 

2 



durch die Funktion 



^Y=(i- 2 )(i--V) (i; 

du I 



su _w_M (5) 



integrirt wird. Dann liefert die Gleichung 36 S. 128, da G = 1 ist, 

oo = 2K = 7n?§. 



*) Sollte in -^- der Koeffizient von i negativ sein, so kann man für Ki ■ ■ ■ — Ki einführen. 
Man kann übrigens zeigen, dass bei unserer Wahl der Grössen K und K\ der Koeffizient 
i in -jf- stets positiv ist. Vergleiche hierüber: KÖNIGSBERGER, »Theorie der elliptischen 
Funktionen«, I. Theil, S. 295-299. 



174 



III. Das elliptische Normalintegral 



Wäre die Differentialgleichung 



dz 

dv 



2„2\ 



G\l - z z )(l - x z z 



(la) 



vorgelegt, so würde sich z = f(v) als eine doppeltperiodische Funktion zwei- 
ter Ordnung von v ergeben. Setzt man aber u = Gv, so wird (la) übergehen 
in 

(dz* 

\du, 



deren Lösung 



ist. Also ist 



f(v) 



(l-z 2 )(l-x 2 z 2 ), 
tf 3 tfl(Gt>) 



und die Perioden von f(v) sind 



AK 



2wi = -QiV'l 



2K X 



G 



Dann ist mit Rücksicht auf 2K = 7n?3, da $3 nur von -^ = - 1 abhängt, 








Fig. 52. 



Es würde nur noch zu erwähnen sein, dass wir früher das Periodenparalle- 
logramm auch gradlinig begrenzt annahmen, während wir auf S. 165 fanden, 
dass im Allgemeinen die Begrenzungslinien unseres Parallelogrammes krumm 
sind. Diess ist aber unwesentlich und kann das krummlinige Parallelogramm 
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einfach in ein geradliniges verwandelt werden. Denn seien u\, «2,^3,^4 die 
Ecken des Parallelogrammes (Fig. 52 b), dessen Seiten A^A^B^B^ den 
beiden Ufern A\, A2, B\, B2, der Schnitte A und B entsprechen; so verbin- 
den wir u\U2 durch die Gerade A^. Einem Punkte u dieser Geraden wird, wie 
wir wissen, ein bestimmter Punkt x = f(u), y = F(u) der Riemann'schen 
Fläche entsprechen. Lassen wir also u von u\ aus die Gerade u\U2 durch- 
laufen, so wird (xy) von m aus irgend eine Kurve A auf der Riemann'schen 
Fläche beschreiben, die von m ausgeht und wenn u nach U2 gelangt, wieder 
in m endigt. Da das Integral von u\ bis «2 um U2 — u\ = C\ gewachsen ist, so 
muss die Linie A gerade so wie A von einem Ufer von B zum anderen führen, 
kann also bei der Zerschneidung der Riemann'schen Fläche an Stelle von A 
gesetzt werden. Thut man letzteres, so wird die längs A und B zerschnittene 
Riemann'sche Fläche sich auf die -u-Ebene so abbilden, dass die beiden Ufer 
von A die Geraden ü\Ü2 und u^u^ zu Bildern haben werden. Ersetzt man 
ebenso B durch eine Linie B, welche das Bild der Geraden W>Wi, ist, so er- 
sieht man, dass die längs A und B zerschnittene Riemann'sche Fläche sich auf 
die «-Ebene in ein geradliniges Parallelogramm abbildet, dessen Seiten die 
Längen C\ und C haben, also die Repräsentanten der Perioden des Integrales 
u sind. 

Wir sind also stets im Stande, die Riemann'sche Fläche derart zu zer- 
schneiden, dass das Periodenparallelogramm ein geradliniges wird. 

48. Wir wollen die Abbildung der Riemann'schen Fläche mittels des Inte- 
grals u auf die Zahlenebene von u in zwei Fällen besonders betrachten. 

1. Es sei x reell und kleiner als 1. (Wir werden sehen, dass man stets den 
Modul von x kleiner als 1 machen kann.) 

Es wird 

dz 
u 



k v/(l-2 2 )(l-A 2 ) 

so lange z < 1 ist und z reelle Werte annimmt, auch reell sein. Sobald z 

1 9 

reell und —7 > z > 1 ist, wird der reelle Theil von u konstant bleiben und 
es wird sich blos der rein imaginäre Theil ändern, denn es wird 

dz f z dz 

u= 1 = = +i 



^{l-Z 2 ){l-K 2 Z 2 ) J\ y/(z 2 -l)(l-^~ 



"Z 

u = K + i 



2^ 
dz 



1 ^/(z' 2 -i)(i-x 2 z 2 y 



also das von z abhängende Integral reell unter obiger Voraussetzung. K selbst 
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ist nach Früherem reell, und 
1 

K X -- 



dz 



y/(l-z 2 )(l-x 2 z 2 ) 



dz 



Vi* 2 



l)(l -K 2 Z 2 ) 



rem imaginär. 

Die Verzweigungspunkte der Riemann'schen Fläche sind in diesem Falle 
alle auf der Achse der reellen Zahlen gelegen. Wir führen nun (Fig. 53) die 
Schnitte B und A so, dass sie durch 
die Achse der reellen Zahlen gehen. In 
der Figur sind sie knapp an dieselbe ge- 
zeichnet. In m hat u den reellen Wert 
K und auf der «-Ebene entspricht al- 
so der Punkt a = K dem Punkte m. 
Durchläuft z nun von m aus die Linie B, 
so wird u sich von a reell ändern bis es, 
sobald der Punkt wieder in m angelangt 
ist, um 4K gewachsen in b eintrifft, also 
ist b — a = 4K und b das Bild von m 
als auf dem anderen Ufer von A gelegen 
betrachtet. Wenn z von m aus das eine 
Ufer von A durchläuft, so wird sich nur 
der imaginäre Theil von u ändern, d. h. 
das Bild dieses Ufers wird eine durch a 
oder b (je nachdem auf welchem Ufer 

von B wir uns befinden) gehende zur Achse der rein imaginären Zahlen par- 
allele Gerade ad oder bc sein, deren Länge 1K\ ist. Die Gerade, welche die 
Punkte d und c verbindet, ist das Bild des zweiten Ufers von B. 

Wir ersehen also, dass unsere Riemann'sche Fläche, sobald k reell und 
< 1 ist, derart zerschnitten, dass die reelle Achse die Schnittlinien bildet, 
sich mittels des Integrals u auf ein Rechteck abbildet. Das Periodenparalle- 
logramm der Funktion z = f(u) ist also ein Rechteck. Dass, wenn das Peri- 
odenparallelogramm ein Rechteck ist, unsere Funktion su so beschaffen ist, 
dass x reell wird, haben wir früher gesehen (S. 130 u. ff.). 

2. Es sei x = ix\ und x\ reell. Dann wird 




Fig. 53. 



U 



h JT\ 



dz 



dz 



v /(l_ 2 2)( 1 _ x 2 2 2) J Q ^J {l _ z 2 ){l + >C 2 Z 2 ) 



reell sein, sobald z reelle Werte, die absolut kleiner als 1 sind, durchläuft. 



Also ist 



reell. Hingegen 
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K 



dz 



V(l~z 2 )(l 



x 2 z 2 ) 



Ki 



dz 



^(1-^(1 



K 2 Z 2 ) 



komplex. 

Nun kann man, statt das Integral auf dem geradlinigen Wege von 1 bis -^ 
links von dem Verzweigungsschnitte (vgl. Anm. S. 169), es auch rechts von 
diesem im oberen Blatte erstrecken, wenn man nur beachtet, dass die Qua- 
dratwurzel auf dieser Seite des Verzweigungsschnittes das entgegengesetzte 
Vorzeichen besitzt und dass also dann 



Ki 



dz 



dz 



'l y/(l-Z 2 )(l-X 2 Z 2 ) 7l y/(l-Z 2 )(l-X 2 Z 2 ) 

zu setzen ist, sobald man das Integral im oberen Blatte rechts von der Linie 
1— erstreckt. Dieser Weg aber ist (Fig. 54) stetig in den gebrochenen Weg 
-=-01 überführbar, ohne dass einer der Punkte ±1, ±-=- überschritten wird. 



Also ist 
Ki 



dz 



V(i-^ 2 )(i 



X 2 Z 2 ^ 



dz 



) J V(i-^)(i 



X 2 Z 2 ) 



K 



dz 



y/(l-Z 2 )(l-X 2 Z 2 y 



nun ist im zweiten Integral z rein imaginär, also z = iz' , wo z' reelle Werte 
annimmt, daher ist 



ix 



Ki = K 





Setzt man also 

_ j_ 



dz' 



j_ 



t 



^{l + Z ,2 ){l + K 2 z' 2 ) 



dz' 



K 






\/(l + ^)(l 



K 2 Z ' 2 \ 



dz' 



V(l + ^)(1 



dz' 



^/{l + z' 2 )(l-x 2 z' 2 )' 



K 2 z' 2 \ 



K 2 , 
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v'2 



ist und z' reelle Werte durchläuft. 



so ist K 2 reell und positiv, da z * < 

Es ist dann 

Ki = K + iK 2 . 

Bildet man nun wieder, wie früher, die Riemann'sche Fläche auf die 
-u-Ebene ab, so wird der Kurve B (Fig. 54) die Achse der reellen Zahlen 
ab entsprechen und einer gewissen Kurve A wird die Gerade ad resp. bc ent- 
sprechen, so zwar, dass ad die Summe aus 2K und 2iK 2 ist. 





tK*. 



Fig. 54. 

Wir wissen aus Früherem, dass wenn 

J = oj + ioj 2 ist, oder 2K\ = 2(K + iK 2 ), 

wo (Vi, u 2 resp. K und K 2 reell sind, dann die doppeltperiodische Funktion 
s{u) ein Parallelogramm besitzt, das wie abcd beschaffen ist (S. 134 u. ff.). 



49. Wir wollen nun noch folgenden wichtigen Satz beweisen: 

> Jedes Integral 

dz 



w — , 

Ixo V R ( X ) 

worin R(x) eine ganze rationale Funktion vierten oder dritten Grades in x 
ist, lässt sich durch eine lineare Transformation in das Integral 

.. , ; z dz 

v = M 



verwandeln; wobei M eine Konstante und 

OL + ßz OL + ßzQ 



7 + 8 z 



7 + <Sz 
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ist. a, ß, 7, ö sind bestimmte Grössen.-^ 
Wir setzen 

R(x) = A(x — a\){x — a2){x — 03) (x — 04) (7) 

und führen z durch die Gleichung 

a + ßz 

x = — (8) 

7 + fc w 



R(*) = 7^T34 ( 9 ) 



ein. Dann wird 

Ri(z) 
(7 + 5zY 

wobei R\(z) wieder eine ganze rationale Funktion des 4. Grades von z wird, 
die a, ß, 7, S als willkürliche Konstanten enthält. Wir verfügen nun über die 
letzteren so, dass 

Rl(z) = B{1 - z){\ + z){\ - xz){\ + hz) 



(1- 


-z)(l + z)(l-xz){ 


(1- 


-Z 2 )(l-K 2 Z 2 ) 


[1- 


- (1 + x 2 )z 2 + x 2 z A 



wird. Hierdurch sind für a, ß, 7, S drei Gleichungen gegeben, in denen sie 
homogen vorkommen, und aus welchen sich die drei Verhältnisse a : ß: 7 : ö 
ergeben. Die Gleichungen selbst ergeben sich aus der Bedingung, dass in 
R\(z) die Koeffizienten von z und z verschwinden sollen und der Koeffizient 
von z gleich sein muss der entgegengesetzt bezeichneten Summe aus den 
Koeffizienten von z und z . 

Diese Bedingungen sind nun noch alle verträglich mit der, dass der Modul 
von |x| < f ist. In der That, soll 

Ä(x) = ^ 1 -^ 1 -^ 



(7 + fc 2 ) 4 

und 

a + ßz 

x = — 

7 + dz 

sein, so muss, wenn R(x) = 0, also x = a\, 02, 03, 04 ist, auch (I — z )(1 — 
hz) = sein, daher 5 = ±1, ± — , d. h. den Werten a\, 02, 03, 04 von x 
entsprechen in irgend einer Reihenfolge die Werte +1, — 1, +-^, —\- Setzen 
wir also fest, dass für 



x = ai, 02, 03, 04 

1 1 
z = +l,-l,-, , 
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wird, so muss nach dem in der Einleitung sub 5, S. 11 bewiesenen Satze das 
Doppelverhältnis erhalten bleiben, also 



x- 1 

x + 1 



a l ~ a 3 a 2 ~ a A 



(10) 
(l\ — 04 (12 — 0.3 

sein. Diese Gleichung ist für x eine reziproke und lässt sich also x stets so 
bestimmen, dass |x| < 1 wird. Hat man x bestimmt, so folgt aus (8) 

ßj — aS 



dx 



(7 + dz)' 



r dz 



und da 



y/Wx) 



sich ergiebt, so folgt 



dx 



_ ^B^{l-z 2 )(l-x 2 z 2 ) 
(7 + 8z) 2 

ßj — aS dz 



(11) 



y/R(x) y/B ^/(l-z 2 )(l-x 2 z 2 ) 

dz 
= M- 



(12) 



v / (l-z 2 )(l-x 2 z 2 ) 

wo M eine Konstante ist. 

Um diese zu bestimmen, braucht man nur ein Paar entsprechender Werte 
von x und z zu kennen, für die nicht R(x) und R(z) verschwinden. Es sei für 
z = 0, x = % = xi, dann folgt 

dz J z=0 
woraus M bestimmbar. 

Nun soll z = 1, —1 werden für x = 01, 02, also muss 



X — Ü2 

sein, wo A\i eine Konstante ist. 
Da aber für 



x — a-i , z — 1 
i = ^12" 



'z+1 



(13a) 



x = 03, 04; z 



X X 



wird, so ist 



03 - ai 1 - x 

= ^12" 



a 3 - a 2 
a 4 — a l 
a A ~ a 2 



A 



12 



1 + x 
1 + x 
1-x' 
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also ist 

= / (og -01X04 -ai) 
V ( a 3 -02)(04 - fl 2)' 
wobei das Vorzeichen der Wurzel sich aus 

x\ — 01 



-A 



x\ — 02 



12 



bestimmt, (da x = x\ und 2; = entsprechende Werte sind) oder auch, wenn 
yc bekannt ist, aus den Gleichungen (13a) sich ergiebt. 
Man sieht ohne weiteres, dass wenn 

x — a2 . z + 1 
^21" 



x — Ol z — 1 

gesetzt wird, A21A12 = 1 ist. Setzt man ebenso 



= ^34^ , (13b) 

x — 04 1 + xz 



,4 



so ergiebt sich 



und 



34 



x\ — 04 
Differentiirt man die Gleichungen (13), so folgt 

01 ~ ° 2 a a 2 A 
dx = A\2~ r^dz, 




also 



analog ergiebt sich 



(x-a 2 y (z + 1) 

dx 2A12 (x - a 2 ) 2 

dz 01 — 02 (2 + l) 2 

dx 2^2i (x — 01) 

dz ü2 — ai (2 — l) 2 

dx 2xA%4 L (x — 04) 

dz 03 — 04 (1 + xz) 2 

dx 2xy443 (x — 03) 

dz 04 — 03 (1 — xz) 2 
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Multiplizirt man alle vier Gleichungen mit einander, so folgt 

(x — a\) (x — 02) (x — 03) (x — 04) 



x 



fdx\ 4 = 16 

Vdz/ [a\ — Ö2) 2 (°3 ~~ a 4) 2 



16 



x 



(1 - 2 2 ) 2 (1 - X 2 * 2 ) 2 
i? 2 (a;) 



(ai - a 2 ) 2 (a 3 - a 4 ) 2 A 2 (l - z 2 )(l - x 2 z 2 ) 2 



also ist 



woraus 



/dx\ 2- v /xy / Ä(xi) 

V^/z=o y/^( ai _ a2 )( a3 _ ö4 ) 



MVä(xi), 



M 



2v^ 



a/t1(oi -o 2 )(o 3 -a4) 



folgt. 



Ist nun für x = xq . . . z = zq und setzt man 
' z o dz 



UQ 



und 



so folgt aus 



11 



w 



^{l-z 2 ){l->c 2 z 2 ) 

dz 
y/(l-z 2 )(l-~^z*) 

da; dz 

V^R^) ^/(l-^Xl-Ä 2 ) 

x dx f z dz 

-- M 



M 



x y/R(x) 

dz 



-.0 \/(l-^)(l-^ 2 ) 
* dz 



20 



oder 



V / (l-^ 2 )(l-n 2 ^ 2 ) 7o v / ( 1 -^ 2 )( 1 -^ 2 ^ 2 ) 



tu = M(u — uq) 



da man den Integrationsweg von zq nach z, welcher dem von xq nach x 
führenden entspricht, so abändern kann, dass er durch den Punkt 2 = 
geht, ohne den Wert des Integrales wesentlich zu beeinträchtigen, denn es 
können dann nur ganzzahlige Vielfache von Perioden hinzukommen. 
Nun wissen wir aber, dass aus 



u 



r z dz_ 

Jo v / (i-^ 2 )(i 



x 



2 2 2) 
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Z = SU 

folgt, also ist 

OL + ßsU 

x — 

7 + Ssu 

und 

Will man x direkt mit z in Verbindung bringen, ohne zuerst a, ß, 7, S zu 
berechnen, so ersieht man, dass 

X — CL2CLI — O3 1 + £ 1 — X 

rr — 03 01 — ü2 \ — kz 2 
gesetzt werden kann. 



50. Aus (10) ergiebt sich 



;>; 



(01 - 03) (02 - 04) 



'e 



1 + x y [ü2 — G3)( a l — 04) 

und 

1- Ve 

x = — 

1 + Vi 

bei der bestimmten Anordnung, dass den Punkten 

x = a]_, 02, 03, 04 

die Punkte 

1 1 
z=l, -1, -, 

X X 

entsprechen. In welcher Weise ändert sich nun x, wenn die Zuordnung eine 
andere wird? Die Aenderung des Doppelverhältnisses e ist uns bekannt, es 
treten nämlich bei den 4! = 24 Permutationen der 01,02,03,04 im Ganzen 
blos sechs verschiedene Werte auf, die, wenn e einer der Werte ist, 

1 1 e-1 e 

e, -, 1 — e, 



£ 1 — £ £ £ — 1 

sind. Also wird x die Werte haben: 

1 — y/e yfe — 1 1 — \/l — £ \f\ — £ — £ \J~£ — \J\ — £ \J E — 1 — yfe 



£ y/i+V l + Vl^£ , \f\^£ + £ t/£ + VT^£' y/F^l 



s 
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da aber — und — — gleichzeitig in R\(z) auftreten, so werden wir blos drei 
verschiedene Werte von x erhalten, wenn wir die Zuordnung der Grossen 
x = a\, a,2, 03, 04 und z = 1,-1,^,—^ in beliebiger Weise vornehmen. 

Nun wissen wir, dass das Doppelverhältnis e dann und nur dann reell ist, 
wenn die vier Punkte 01, 02? a 3, °4 au f einem Kreise liegen. Ist diess also der 
Fall, so ist einer der Werte e oder 1 — e positiv und daher ist 



x = — oder x - 



1 + yß 1 + x/T+e 

reell und absolut genommen kleiner als 1. Liegen die vier Punkte nicht auf 
einem Kreise, so wird das Doppelverhältnis komplex und auch x ist komplex. 

51. Ist 

R{x) = Ax + Bx + Cx + D = A(x — a\)(x — a.2)(x — 03) 

blos vom dritten Grade, so ändert das die Betrachtungen nicht wesentlich. 

Setzt man 

a + ßz 

x = — , 

7 + dz 

so wird 



R(x) 



Rl(z) ( 1 + 5z)R l (z) 



(7 + fc) 3 (7 + 5z) 4 ' 

wobei R\(z) jetzt blos vom dritten Grade in z ist. Nun kann man aber wieder 

(7 + 5z)(Riz) = A(l - 2 2 )(1 - k 2 z 2 ) 

setzen und erhält 

_ A(l-, 2 )(l-xV) 

[ } ~ (7 + 5zf 

worauf dieselben Betrachtungen wie früher folgen. 
Den Werten: 

x = 01,02, 03, 00 

werden die Werte 

1 1 

z = 1,-1,-, 

zugeordnet sein, denn (7 + 5z) muss verschwinden, wenn eine der Grössen 
1 — z, 1 + z, 1 — xz, 1 + xz verschwindet, also z. B. wenn 

1 

x 
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ist, muss 

7 + 8 z = 

sein, also 

7 

d. h. es ist 

x = oo. 

Aus dem Doppelverhältnis der vier Wertepaare folgt 

1 \ 2 

1 — x \ ai — 03 

e 



die Gleichung für x. 
52. Das Integral 



1 + x/ ü2 — 04 



u 



fiz 



V(l-* 2 )(i 



<2^2> 



nennt man nach Legendre das Normalintegral I. Gattung, indem auf diese 
Form jedes elliptische Integral von der Art 

1 f x dx 
w 



M Jx Vr( 



X) 



worin R(x) eine rationale ganze Funktion dritten oder vierten Grades ist, 
zurückgeführt werden kann. Wir sahen, dass u und w für keinen Wert von z 
unendlich werden. Ersteres soll das überall endliche Normalintegral, letzteres 
das allgemeine überall endliche Integral heissen. Man nennt x den Modul des 
Integrals. Ich will noch eine Umformung des Integrals u erwähnen, die von 
Legendre eingeführt wurde. Setzt man 



z = smc/?, 



so wird 



also 



dz = cos ipdcp = vi — z 2 dtp, 
dz dtp 



^{l-z 2 ){l-x 2 z 2 ) Vl-^sinV 
und folglich, da für z = auch tp = ist, 



x z sin y? 



Q \/l — 1 ^2 cin^ 
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JACOBI nannte tp als Funktion von u betrachtet die Amplitude von u und 
schrieb 

tp = amu. (18) 

Daz = sintp gesetzt wurde, so folgt 

z = sin am -u (19) 

und wir sehen, dass diese Funktion von u unsere Funktion su ist. Da cos tp = 
Vi — sin tp ist, so ersieht man, dass unsere Funktion cu als cos amu zu 
bezeichnen ist, da tp = amu ist. Ebenso haben wir die jACOBi'sche Funktion 
A am u = vi — x 2 sin am u mit Au bezeichnet. 
Die Periodentheile K und K\ ergaben sich 



K = 





1 

dz r* dz 



^/(l-z 2 )(l-x 2 z 2 y 7o y / (l-z 2 )(l-x 2 z 2 ) 

und da für z = 1 ■ ■ ■ tp = ^ folgt, so ist 

K=j l . \ . (20a) 

./0 v 1 — x z smi/j 

Jacobi nannte Ä" das ganze elliptische Integral. 

K\ lässt sich aber genau auf die Form von K bringen. Setzt man nämlich 

z' = —^\-k 2 z 2 , (21) 

x' 

wobei x + x = 1 . . . x' = vi — x 2 gesetzt wird, so wird 



dz 



-x 



2 dz 



^ vi — x 2 ^ 2 



Da ferner 
und 



x yl — 2 /2 = ixv 1 — 2 2 



Vi — M ,2 z' 2 = X2 

ist, so folgt durch Multiplikation beider Gleichungen 



xV(l - z' 2 ){\ - x'V 2 ) = %y?Z\/\ - Z 2 , 



also ist 

dz' dz 



yJ(l-Z> 2 )(l-X> 2 Z> 2 ) y/(l-Z 2 )(l 



2y2\ 
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(21a) 



WZ 



Nun wird für z = 1 • • • z' = 1, für z = — • • • z' = 0, also ist 



i 



dz 1 Z" dz' 



■r2~t2\ 



] v^i-^Xi-* 2 * 2 ) ui v / (i-^ /2 )(i-^'-- 

1 dz' 



v / (l-^ /2 )(l-^ /2 ^ /2 )' 

Hierbei ist vermöge (21) dem Integrationswege von z der von z' zugeordnet. 
Durchläuft z die reellen Werte von 1 bis — , so wird, im Falle x reell ist, 
auch z' die reellen Werte von 1 bis durchlaufen. 

Setzt man 

dz , 

K' 



L 



o v / (i-^ 2 )(i 



■i2 y 2\ 



K"Z 



wobei K' von x' gerade so abhängt, wie X von x, so wird K\ = iÄ 7 , und 
wenn z = sin</? gesetzt wird, 

K ' = / § /, X ■ , • < 20b) 

./o v l — x sm V 3 

Wir ersehen also, dass wenn x reell und kleiner als 1 ist, sowohl K als K' 
reell sind, da dann auch h 1 kleiner als 1 ist. Es sind überdiess beide Grössen 
positiv. 



IV. Integrale II. und III. Gattung. 

53. Neben dem Integral I. Gattung, welches für keinen Wert von (x,y) auf 
der Riemann'schen Fläche unendlich wird, und welches sich stets auf das 
Normalintegral I. Gattung reduziren lässt, führte Legendre noch zwei andere 
Normalformen von elliptischen Integralen ein, die er Normalintegrale IL und 
III. Gattung nannte, und die wir nun betrachten wollen. 
Als Normalintegral IL Gattung führte er das Integral 

j= r z2dz (22) 

ein. Dieses Integral ist dadurch charakterisirt, dass es unendlich wird, wie 
z für z = oo, d. h. einfach algebraisch, für gewisse Punkte auf der Rie- 
mann'schen Fläche der Funktion 



y= yJ(l-z 2 )(l-K 2 z 2 ). 



Für z = 1, — 1, -^, — ^ erkennen wir, wie auf S. 161, dass J nicht unendlich 
wird. 

Betrachten wir aber jetzt den Punkt z = oo und setzen wir zu dem Behufe 

1 

z = c 

und sei (j ein kleiner Wert, dem also ein sehr grosser Wert z = z\ entspricht. 
Das Integral 

f Zl z 2 dz 

1_ h ^{\-Z 2 ){\-kW) 

hat einen endlichen Wert und es ist 

z 2 dz 



J = h 



oder 



gesetzt, 



Zl V(1-*2)(1-*V)' 



1 , dt 

r mdx= -? 



J=Jl >" d ^ 



2 -x 2 



ci cV(c 2 - i)(c 

Nun entwickeln wir die Wurzelgrösse in der Umgebung ( = 0, indem wir 
den Zweig derselben wählen, für welchen dieselbe sich auf x reduzirt für 
C = 0, der andere ist durch den Wert — x für C, = bestimmt. 
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Dann ist 

— ======== = - + AiC + A 2 ( 2 + v4 3 C 3 + • • • . 

\/(C 2 -i)(C 2 -^) x 

Die Entwicklung muss in der Umgebung von ( = so lange |£| < \x\ 
gelten, da |x| < 1 ist, also auch für — (", d. h. es ist auch 

1 = --A 1 C + A 2 ( 2 - A 3 ( 3 + ■■■ . 

V(C2-l)(C2-*2) X 

Beide Gleichungen können nur bestehen, wenn 

Ai = 0, A 3 = ()••• , A 2l/ +i = 

ist. Mithin ist 

//,9 twX> =gT = ~ + ^ 2 C 2 + A 4 ( 4 + ■■■ 

\/(C 2 -i)(C 2 -^) X 

und 

ob 1 f d( 



cV(c 2 -i)(c 2 -^) W c 2 



A 2 d( + A 4 CX 



-i- + A 2 C + ^ 4 C 3 
xC 3 



und daher ist 



J = h + C - ^- - A 2 ( - \a 4 ( 3 - • • • , 
xQ 3 

wo C die Integrationskonstante bedeutet, die dadurch bestimmt ist, dass 
J = J\ für C = Cl ist. 

Aus der obigen Entwicklung nun sieht man, dass J für Q = 0, d. h. z = oo 
unendlich wird wie j resp. wie z, d. h. das Integral J wird für z = oo in dem 
einen und anderen Blatte der Riemannschen Fläche der Funktion 



y = ^(l-z 2 )(l-x 2 z 2 ) 

einfach unendlich. 

Die Entwicklung im anderen Blatte, für das — x gilt für C, = 0, ist: 

J = J 2 + d + — + A 2 ( + \a^ + • • • . 
xQ 3 
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Dieses Integral J verdient den Namen Normalintegral insofern, als sich 
jedes Integral von der Form 

x m dx 
■Jm 



k ^(l-X 2 )(l-X 2 X 2 ) 

auf dasselbe und eine rationale Funktion von x und 

y = w(l — x 2 )(l — x 2 x 2 ) 

zurückführen lässt, wozu noch das Normalintegral I. Gattung treten kann. 

Vor allem ist klar, dass für ein ungerades m = 2n + 1 das Integral J m 
kein elliptisches ist. Denn setzt man 



so wird 



Jb (-LJb O LLZ 

x 2n+l dx 1 f z z n dz 

■hn+l 



^(l-x 2 )(l-x 2 x 2 ) 2./ v / (l-^)(l-x 2 ^) 

in welchem der Ausdruck unter der Wurzel blos zum zweiten Grade steigt 

und durch die Substitution 

1-t 2 



x 2 -t 2 



in das Integral 

f l 2(l-t 2 ) n 
hn+l ~ ~ h (x 2 - t 2 )-+l dt 

verwandelt wird, das als Integrand eine rationale Funktion enthält. 
Wir haben also blos Integrale von der Form 

z 2n dz 
'J , 



zu betrachten. 
Setzt man 

so ist 



^(l-z 2 )(l-x 2 z 2 ) 



V / (l-2 2 )(l-X 2 2 2 ), 



j 7 2n 7 2n-2 7 2n-A 
_(^-\) = (2n - l)x 2 (1 + x 2 )(2n - 2)- + (2n - 3)- . 

dz y y y 
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Multiplizirt man diese Gleichung mit dz und integrirt in Bezug auf z von 
bis z, so ergiebt sich 

z 2n-3 y = (2n _ 1)x 2 Jn _ 2{jl _ 1)(1 + x 2 )J ^_ i + (2n _ 3) Jn _ 2 

und hieraus 

7 1 .2n-3 ?f | 2(n -!)(! + x 2 ) (2n - 3) 

Jn " (2n - l)x2 2 w + In - l)x2 ^ (2n - ly^ 2 " l j 

Diese Gleichung zeigt, dass man J n aus J n _i und J n _2 berechnen kann. 
Da nun J\ das Normalintegral IL Gattung und Jq das Normalintegral I. Gat- 
tung ist, so kann man J 2 aus diesen beiden, J3 aus J 2 und J\ u. s. w. be- 
rechnen und man erhält J n ausgedrückt durch eine rationale Funktion von z 
und y und durch J und u: 

T , z 2 dz f z dz 



r z z z dz _ r z 



y/(l - Z 2 )(l - K 2 Z 2 y JQ ^/(1-Z 2 )(1-K 2 Z 2 )' 

54. Elliptische Integrale III. Gattung nennt man solche Integrale aus einer 

rationalen Funktion von y und z, welche logarithmisch unendlich werden, 

d. h. welche für z = a so unendlich werden, wie log(z — a). Ein solches 

Integral ist 

f z dz 

n 



(z-a)y 
^/(l-z 2 )(l-xV), 



wenn a von den Werten 1, —1, ^ — -^ verschieden ist. Denn entwickeln wir ^ 
in der Umgebung von z = a, so ist dieses, sobald das Blatt der Riemann'schen 
Fläche festgesetzt ist, nur in einer Weise möglich. Ist y = b für z = a im ersten 
Blatte, also y = —b für z = a im zweiten Blatte, so ist: 

11 9 

- = - + A 1 (z-a) + A 2 (z -a) 1 + ... 

y b 

dz 11 „ „ , N 

7 r = -r + A x + A 2 (z -a) + ... 

{z — a)y b z — a 

77 = C + - \og{z -a) + A 1 (z-a) + -A 2 (z - o) 2 + . . . , 
2 

wo C eine Konstante bedeutet, die dadurch bestimmt ist, dass 77 = 77i für 
z = z\ ist, wenn z\ ein Punkt der Umgebung von a ist und 

/ Zl dZ 
JQ (z-a)y' 
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Aus der Entwicklung sehen wir aber, dass 77 so unendlich wird wie 
j- log(z — o) für z = a, y = b. Für den Punkt der Riemann'schen Fläche 
z = a, y = —b wird 77 unendlich, wie \ log [z — o). 

Ein Integral III. Gattung, welches in weniger als zwei Punkten der Rie- 
mann'schen Fläche der Funktion 



y = y/(l- Z 2)(l-x?z2) 



logarithmisch unendlich wird, existirt nicht. 

Denn setzen wir voraus, dass das Integral 77 nur für 

z = 01,02. • -a n 
y = bi,b 2 ...b n 

auf der Riemann'schen Fläche unendlich wird für [z = a k , y = b k ), wie 

A (n) A (n-l) A (2) (1) 

k i k i , k i k 



(z-a k ) n (z-a k ) n l (z-a k ) 2 (z - a k ) 

+M k log(z-a k ), 

so wird die rationale Funktion von z und y-j- für z = a k , y = b k unendlich 

wie 

A (n) A (n-1) A (2) 

{z-a k ) n i {z-a k ) n l {z-a k ) 6 

4 1} , M k 



(z - a k y z-a k 

und kann sonst nur noch für z = ±1, ±— unendlich werden. 
Dann gilt die Relation 

Mi + M 2 + A7 3 + • • • + M n = 0. 

Denn umgeben wir die Punkte (a k , b k ), welche in einem bestimmten Blat- 
te der Riemann'schen Fläche liegen, mit kleinen Kreisen, welche nur je einen 
Punkt umgeben, und thun wir dasselbe mit den Punkten 1, — 1, — , — — , so 
wird -t— in dem ausgeschlossenen Gebiete der Riemann'schen Fläche sonst 
nicht unendlich, da 77 stets endlich bleibt. Nehmen wir also das j du längs 
allen diesen Kreisen, so muss 

d77 = 
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sein. Nun ist für den Punkt (a^.,6^.) 

dz (z-a k )n+l + {z -a k) 2 + z - ak +B k + B k (* «*) + , 

also 

/ dn = 2mM k . 

Jak 

Für die Punkte 1, — 1, ^ — \- soll 77 endlich sein, also kann ^p- nur so 
unendlich werden, dass, wenn a einer derselben ist, 

dn A _. ,i 

— = r + S(z - a)a + • • ■ 

°^ (z-a) 2 

ist, da sich ?/ für diese Punkte nur nach gebrochenen Potenzen von (x — a) 
entwickeln lässt, wie wir schon früher (S. 162) sahen. Würden in ^— Potenzen 

von der Form m ^ n r auftreten, wobei m > 1 wäre, so würde 

(z-a) 2 

dll A m A m —\ A 



A / \ HL m—1 1 

az (z-a) 2 (z-a) ~2- (z-a) 2 



und 



m + l( 2 _ a )^ m(z-a)T 

für z = a unendlich; da dieses nicht stattfinden soll, so muss A m = 0, A m _\ 
. . . , A<i = und die gegebene Form die stattfindende sein. 
Dann ist aber 

dn = 0, 



n 



da kein Glied in der Entwicklung 4— auftritt, welches von der ersten Ordnung 
unendlich würde. 

Würde aber selbst 77 für z = a unendlich, so sieht man aus der Ent- 
wicklung, dass man nur den Koeffizienten des Gliedes (z — a) zu beachten 
braucht und wenn dieser von Null verschieden ist, ihn mit unter die M k 
aufzunehmen, um die Richtigkeit der weiteren Schlüsse nicht zu alteriren. 

Daher ist 

I dn = 2jri(M 1 + M 2 + • • • + M n ) = 0, 
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d. h. 

Ail + M 2 H h M n = 0. 

Würde also ein Integral 77 blos in (a\ , fei) wie M\ \og{z — a\) unendlich, 
so müsste M\ = sein, d. h. das Glied M\ log (z — a\) würde in der Ent- 
wicklung von 77 fehlen, also würde 77 nicht ein Integral III. Gattung sein. 
Hieraus folgt beiläufig: das Integral einer rationalen Funktion von z und y, 
welche in Punkten der Riemann'schen Fläche nur so unendlich wird, dass 
der Koeffizient der — l ten Potenz überall null ist, lässt sich immer durch eine 
rationale Funktion von x, y, Integrale IL und I. Gattung ausdrücken. Wir 
werden bald die Richtigkeit dieses Satzes noch auf andere Art einsehen. 

Das anfänglich angeschriebene Integral 

77 ■ ' /: 



[z — a) 



k {z-a)y/{l-z 2 ){l-x 2 z 2 ) 
wird für z = a, y = b unendlich wie -r log(; 
„ „ z = a,y= -b ,, ,, -\\og{z-d) 

und es ist in der That 

M 1 + M 2 = - - - = 0. 
o b 

Als Normalintegral III. Gattung wurde von Legendre eingeführt das In- 
tegral 

l' z dz 

n a = / . (23) 

70 ( 2 2 _ fl 2) /(! _ 2 2) (! _ x 2 2 2) 
welches für 



z = 


+a. 


y = 


+b 


z = 


—a. 


y = 


+b 


z = 


+a. 


y = 


-b 


z = 


—a. 


y = 


-b 



unendlich wird wie ±t log [z — a) resp. ±t log (z + o), also in vier Punkten 
der Riemann'schen Fläche. 

Man nennt a den Parameter des Integrals. 
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55. Ist 

y 2 = Ax A + Bx^ + Cx 2 + Dx + E 

und B von Null verschieden, wenn A verschwindet, so dass y eine rationale 
Funktion des 4. oder 3. Grades von x ist, so nennt man 



U = Jf(x,y)dx, (24) 

wo / eine rationale Funktion von x und y ist, ein allgemeines elliptisches 
Integral. 

Wir beweisen folgenden Satz: 

Jedes elliptische Integral von der Form (24) lässt sich zurückführen auf 
eine rationale Funktion von x und y, einen Logarithmus einer solchen Funk- 
tion, ein Normalintegral I und IL Gattung und auf Integrale III. Gattung 
mit bestimmten Parametern. 

Wir transformiren vor allem R (x) durch die Substitution 

a + ßz 

x = — 

7 + dz 

in die Form 

*(s) = -*W ^(i-^)o-^ 2 ), 

(7 + Szf (7 + 8zy 

wodurch 

U = Jh{z,y/P(d)dz, 

wird, wenn wir 

ry 2 = P(z) = (1 - z 2 )(l - x 2 z 2 ) 

setzen. 

Nun ist, wenn r^{z) eine rationale ganze Funktion von z bedeutet, 



h(z,VW)) = ri{z) + r2{z)V J^ - 



da durch 

r / i2n+l , 

y/PÜ = P(z) n ■ y/P{z) 



alle höheren als l sten Potenzen der y/P(z) verschwinden, indem sie als ratio- 
nale Funktionen von z in die Funktion f\ eintreten. Multiplizirt man Zähler 
und Nenner mit 

rz(z) -r4(z)V p ( z )i 



196 IV. Integrale II. und III. Gattung 

so wird 

f ( /PH) = [ r ^ +r ^ z )VPM] fo(z)-r4(z)y/P(zj\ 
[Z,V [Z)> 4(z) - r 2 (z)P(z) 

__ R 1 (z)+R 2 (z)y/pJz) 

Also ist 

j «3W y h 3 ( Z )Vfw 

Das erste Integral ist von einer rationalen Funktion von z zu nehmen, also 
durch logarithmische und rationale Ausdrücke von z darstellbar. Wir wollen 
es mit V(z) bezeichnen, so dass 

U-V(,) + [ w 1 ™*. 

J R?Az)^W) 

ist. Da aus 

ol + ßz a — jx 



7 + 8z ' —ß + 8x 

folgt, so ist 

V(z)= f-ß^\dz= I R(x)dx = Vi(x) 

J R2{Z) J 

auch das Integral einer rationalen Funktion von x allein. Das Integral 

[ R 2 (z)P(z) dz 

behandeln wir weiter. Es ist 

R 2 (z)P(z) R 2 (z)P(z)R s (-z) 



R s (z) R 3 (z)R s (-z) 

und da R^(z)Rß(—z) eine gerade Funktion von z ist, so enthält sie blos z , 
also kann man 

R i {z)R i {-z)=W{z 2 ) 

setzen und 

R 2 (z)P(z)R s (-z) = ^{z 2 ) + z<P 2 (z 2 ), 

so dass 

, §\{z 2 ) + z<P 2 (z 2 ) dz f z<P 2 (z 2 ) dz f $i(z 2 ) dz 

W 



&(z 2 ) T) J &(z 2 ) 7] J &(z 2 ) T) 
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wird. 

Im ersten Integrale führen wir C, = z ein, wodurch es in 

<P 2 (z 2 )dz 1 f <5 2 (CR 



1 



*{z 2 )^{l-Z 2 ){l-X 2 Z 2 ) 2 J ^(0^(1-0(1-^0 



übergeht, welches Integral sich durch die auf S. 190 angegebene Substitution 
z = 2 +2 a ^ s Integral aus einer rationalen Funktion von t darstellen lässt, 
und mit 

*2(0<*C 



v'^Va- o(i-^o 



^(C)V(i- O(i-^C) 

bezeichnet sei. Durch die Substitution (" = 2 wird 

v'(c, ^(1-0(1-^0 = vV, v), 

so dass 

/,9 s /" ^l(<2 2 ) ^ 

J &(z 2 ) 77 

sich ergiebt. Das letzte Integral führt nun auf elliptische Integrale. 
Wir wissen, dass die rationale Funktion 

*i(0 M r , ,„,p(C) 

— = a + a 1 ( + ---a„( + ^y 

gesetzt werden kann, wo p(Q und q(() rationale Funktionen von ( sind und 
erstere wenigstens um eine Einheit niedriger in £ als letztere ist. 
Nun lässt sich 



h 



z 2X dz 



V 

durch eine rationale Funktion von z und r) und durch J und u ausdrücken, 
d. h. es ist 

J\ = r\(z,r)) + A x J + B x u, 

daher ist 

$l(z 2 ) dz f dz f z 2 dz f z 2v dz f p(z 2 ) dz 



ao / r 01 

J V 

g(z,r]) + AJ + Bu+ / 



&{z*) rj J V J V J V J q(z z ) r\ 

p{z ) dz 
q(z 2 ) r\ 
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wenn g eine rationale Funktion von z und y bedeutet und A und B gewisse 
aus A\, B\ und üq . . . a v und x zusammengesetzte Konstanten sind. 

Was das letzte Integral anbelangt, so führt dieses auf elliptische Integrale 
III. Gattung. 

Denn es ist 

P(C) A-l , M , ^3 , ^n 



9(0 C-o? C-o| ^~ a 3 "C-On' 

wenn 

q (C) = A(C-al)(C-a 2 2 )---(C-a 2 n ) 

ist. Da p(C) höchstens vom [n — l) ten Grade ist, so muss 

A 1 +A 2 + A 3 + --- + A n = 

sein. Wenn 

vK ' J (z 2 -al) v / (l-z 2 )(l-^z' 2 ) 
gesetzt wird, so wird 

l P ~T^- = Mn ai (z) + A 2 n a2 (z) + ■■■ + A n n an (z), 

so dass wir schliesslich erhalten 

n 
U = V(z) + V'(z 2 , r,) + g(z,rj) + AJ + Bu + Y, A v II av {z), (25) 

v=l 

was das ausgesprochene Theorem beweist. Wenn man bedenkt, dass aus 

ol + ßz ol — jx 



7 + 5z' —ß + 5x ' 

und aus 

M y 4 y (aS - ß-f) 1 



( 7 + ^) 4 ' ' ,4 W ' {-ß + 8x) A A 

folgt, dass somit z und ?y sich rational durch x und y ausdrücken, also in 
den obigen Funktionen jene durch diese ersetzt werden können, so ersieht 
man, dass obige Funktionen in (25) ihre Art beibehalten als Funktionen von 
x und y. 



199 

Wir sehen mithin, dass wir das allgemeine elliptische Integral 

(•X 

U= f(x, y/R{x)) dx 
Jx 

zu berechnen im Stande sind, sobald wir die drei Normalintegrale berechnen 
können.*) 

Diess letztere wollen wir nun darlegen. 



*) Hierbei ist von der Ausführbarkeit der algebraischen Operationen, als z. B. das 
Auflösen der Gleichung n ten Grades q(C) = 0, um a 2 - ■ ■ a„ zu finden, abgesehen. Soll- 
te die Gleichung q(Q = eine ^-fache Wurzel C = o. 2 haben, so würde 

p(C) A^ A^-V A<V A x 



q(0 (t-a 2 Y (C-a 2 )^ 1 Q-a 2 Q-a 2 

als Partialbruchzerlegung sich ergeben. Man sieht nun leicht, dass durch bekannte Rekur- 
sionsformeln jedes der 

A^ dz 



I 



(z 2 — a 2 ) x rj 
auf die Normalintegrale reduzirt werden kann. 



V. Berechnung der Integrale I., II. und III. Gattung. 

56. Wir schreiten zuerst zur Berechnung des Integrales I. Gattung 

i' z dz 

u= / . (26) 

7o y/(l-Z 2 )(l-X 2 Z 2 ) 

unter der Voraussetzung, dass \x\ < 1 ist, was, wie wir sahen, durch eine 
passende Transformation stets bewirkt werden kann. 
Unter dieser Voraussetzung ist 



und 



-f 


dz f 2 dtp 


J 




v/(l-z 2 )(l-xV) h y / l-x 2 sm 2 l p 


'-/ 


dz / 2 dip 


J 




v /(l_ 2 2)( 1 _ x /2 2 2) J y/l-tfimPy 


ütiv, wenn x reell ist. Für imaginäre x ist aber in 




Ki %K' 



(27) 



K K 

der Koeffizient von i stets positiv. (Vergleiche die Note S. 173.) 
Setzt man nun 

2K = lü, 2K X = 2iK' = J 

und konstruirt die ^-Funktionen mit Hilfe von lo,oo', was möglich ist, da der 
Koeffizient von i in — = i~^- positiv ist, so kann man für jeden gegebenen 
Wert von u 

z = titM (28) 

iMo(«) [ } 

berechnen und das Integral (26) giebt uns umgekehrt für jeden Wert von z bis 
auf Vielfache von 4K und 2K\ das zugehörige u. Um einen der Werte von u 
in eine konvergente Reihe zu entwickeln, verfahren wir folgendermassen. 
Für Werte von z, die der Bedingung \xz\ < 1 genügen, wird die Reihe 

/_ 99 N _I ., 1/ N 9 1 • o , .4 1 • o • • • 2n — 1 . . 9„ 

(1 - xV) 2=1 + -xzr H (xzV -\ 1 (xzY n -\ 

v ; 2 K ' 2-4 v; 2-4---2n ; 



konvergiren, und es wird 



: 



dz f z dz 



y/(l-Z 2 )(l-X 2 Z 2 ) JQ \fl^~Z 



-2 



1 9 2 1 ' 3 4 4 

2 2-4 



(a) 



sein. 

Nun ist 
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2 • 4 • • • 2n z 2n dz 



dz 



1 • 3 • • • 2n - 1 VT^ 2 VT^T? 



G„(z)Vl-^ 



wobei 






2_3 , 24 „5 



G n {z) = z+i* a + fäz a + -i 



24---2n-2 2n-l 



3---2n-l' 



sich ergiebt. 
Setzt man 



so wird 



z z 2n dz 



L n 



t n 



1 • 3 • • • 2n - 1 

2 • 4 • • • 2n ' 



<iz 



Vi - ? 



C„G n (z) • \/l-^ 



C n aresin z — C n yl — z 2 G n (x); 



(29) 



eine Konstante ist rechter Hand zuzufügen nicht nöthig. 

Führt man diesen Wert des Integrales in die rechte Seite von (a) ein, und 

setzt 



£ = 1 + c\x 2 + c\x A 



i+i;u 2 +f-^ 4 



2-4 



1-3-5 
2-4-6 



x 



so wird 



u 



m aresin z - y/l - z 2 J^ C 2 x 2n G n (z), 



n=l 



wo die Summe der rechten Seite wegen der Grösse x , deren Modul kleiner 
als 1 ist, für kleine Werte von \z\ gut konvergirt. Sie konvergirt jedenfalls, so 
lange \xz\ < 1 ist, also für z = 1, und da u = K wird, so folgt 



K = &- 



n 
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und daher 



u = aresin z-\fl-z 2 V C 2 x 2n G n (z) (30) 

TT ^— ' 

n=l 



tt \2J \ 2-4-6---2n 

Aus dieser Gleichung ersieht man nun auch die Vieldeutigkeit von u. 
Dieselbe hängt nämlich von der von aresin z und vi — z 2 ab. Behält die 
letztere ihr Vorzeichen, so ist aresin z unbestimmt um 27r, indem 

k = aresin z + 2rm 

stets z = sin x liefert und also ist u unbestimmt um AK. 
Da auch 

ist, so kann man 

u-K = \og(z - iVl - z 2 ) - y/l-z 2 V Cl>c 2n G n (z) ((30a)) 

ixi ^— ' 

71=1 

setzen, woraus die Vieldeutigkeit wieder ersichtlich, da der Logarithmus um 
27U unbestimmt ist. Aus dieser Form ersieht man aber auch einfach das 
Verhalten von u, wenn an Stelle von +V1 — z 2 gesetzt wird —vi — z 2 . Denn 
da 

log(z — ZV 1 — Z 2 ) + log(z + i\/ \ — 2 2 ) 

= log (-2 — iv 1 — 2 2 ) {z + ivl — 2 2 ) = 
ist, so folgt, dass für diese Zeichenänderung 

u' - k = — io g (2 + «Vi - z 2 ) + Vi-^vcäiz) 

77-7 / J 

1 

OO 

log(* - iVl-z 2 ) - \/\-z 2S ^C 2 n x 2n G n {< 



2K 



wird, oder 

u -K = -(u-K), 
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d. h. bleibt z dasselbe und wird für 



y = vi — z 2 ■ vi — xz 2 

eingeführt, 

— V 1 — z 2 ■ vi — X 2 2 2 , 

so geht u über in u' = 2K — u. Dies stimmt mit den S. 172 gefundenen 
Resultaten vollkommen überein. 

Aenderungen um die andere Periode 2K\ können hier nicht auftreten, 
da wir \xz\ < 1 als Konvergenzbedingung aufstellten, also z den Punkt 
— nicht umkreisen kann, mithin ein Unbestimmtheit derart nicht eintreten 
kann, dass z einen der Linie A, Fig. 49, äquivalenten Weg beschreibt, weil z 
immer innerhalb des mit der Länge | — | beschriebenen Kreises bleiben muss. 

Es lassen sich übrigens Reihenentwickelungen aufstellen, die dieser Be- 
schränkung für z nicht unterliegen, und die für jedes z konvergiren, wie Herr 
Weierstrass in seinen Vorlesungen über elliptische Funktionen gezeigt hat. 
Diese lassen auch die Unbestimmtheit von u bezüglich der anderen Periode 
2K\ ersehen. 

57. Wollten wir nun zur Berechnung der Integrale IL und III. Gattung 
übergehen, so würden wir sehen, dass wir hierzu die ■#- Funktionen für einen 
beliebigen Wert von u zu berechnen im Stande sein müssen. Nun schreiten 
die d- Funktionen nach Potenzen von 

q = e m u = e n k 

fort. 

Man könnte nun diese Grösse berechnen, indem man K und K\ berechnet. 
Aber wie die Formel (30) zeigt, konvergirt die Reihe für K schlecht, wenn x 
grösser als ^ ist. Man könnte eine ähnliche Reihe für K' aufstellen, die von 
x! genau so abhängt wie in (30) K von x. Ueberdiess ist, da K' und K von x 
abhängen, q blos eine Funktion von x und es ist ein Umweg, zuerst K und K' 
zu berechnen um dann q berechnen zu können. Es ist wünschenswert q direkt 
aus x durch eine hinreichend konvergente Reihenentwicklung zu berechnen. 
Diess wollen wir thun. 

Wir setzen x = A und stützen uns auf die S. 94 aufgestellte Formel 



Ai = ^(1 + 2^ + ...) 
1 + 1q + 1q s + 2g9 + ■ ■ ■ 
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indem wir voraussetzen, dass in den ^-Funktionen 

q = e ^ m = e _7r ir 

eingeführt wurde. Unsere Aufgabe wird sein, aus der Gleichung für \f*t den 
Wert q zu berechnen. 

Erhebt man beiderseits zur 4. Potenz, so wird 



16q(l + q 2 + q 



6 



(1 + 2g + 2g 4 • • • ) 4 

Für sehr kleine Werte von \q\ wird, da der Nenner nahezu 1 ist, |A| sehr 
kleine Werte annehmen, also kann man 

X = 16q(l + aq + aq + • • • ) 

setzen. Aus dieser Beziehung folgt aber, dass in erster Annäherung für sehr 
kleine \q\ 

y 16 
wird, also dass für kleine |A| eine Reihenentwicklung 

q=—\(l + a\ + ß\ 2 + ---) 
16 

existirt, die für kleine |A| konvergirt. Wir setzen 

q = ^\[l + Vß(\)], (b) 

wobei Vß(\) die Potenzreihe a\ + ßX + • • • bedeutet, also 9ß(0) = ist. 

Wir wollen nun zeigen, dass ^ß(X) auch noch für A = 1 konvergirt und lauter 

positive Glieder besitzt, sobald x reell ist, welchen Fall wir für das Folgende 

der Einfachheit wegen vorauszusetzen. 

l 
Führen wir neben A4 = y/x auch 

(1 -»LvL^4 = 1gHiy' 

«3 l + 2Ei°?" 

ein und setzen 



4 - ^4 (o 

1 + A'4 
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Da wir wissen, dass für reelle Werte von x auch x' reell und positiv ist, so 

.1 \ 

ist A 4 reell und A^ auch reell und kleiner als 1. 

Nun ist 



und da 



so ist 



mithin 



t? 3 = 
00 = 


1 - A'i t? 3 - t? 
i + yi 03 + 00 

= l + 2q + 2q A + 2q 9 + 2g 16 + • • • + 2q n2 

= l-2q + 2q 4 - 2q 9 + 2g 16 + (-l) n 2q n2 


^3" 
1- 


-0o- 

-00- 

-(!■ 
f(l- 


= 4g [l +g 8 + g 24 + ... +g 4n(n-l) + ... ] 

= 2[l + 2 g 4 + 2 g 16 + -.. + 2^ 2 + ...], 

- A)i 2g(l + g 4 ' 2 + g 4 ' 6 + g 4n (»"l) + • • • ) 


1- 


_A)i 1 + 2g 4 + 2g 4 ' 4 + • • • + 2g 4 ™ 2 + ••• 



(ai) 



Aus dieser Gleichung ersehen wir, dass der Uebergang von A zu Ai äquivalent 
ist dem Uebergange von g zu g , wie man aus dem blossen Anblick der 
Formeln (a) und (ai) ersieht. 

Nun ist für sehr kleine A der Werte (1 — A) 4 " nahezu gleich 1 und daher 1 — 
i I 

(1 — A)4 oder A^ selbst sehr klein und es wird sich q daher als eine Potenzreihe 

von Ai entwickeln lassen, die mit Ai selbst verschwindet. Nach der obigen 

Bemerkung aber, dass bei dem Uebergange von A zu Ai . . . q übergeht in q , 

ersieht man aus (b), dass 



A _ ^ 1 

~ 16 



,r = ^[i + ^(A 1 )], <p(o) = o (bi 



wird. 

Geht man nun von Ai zu A2 auf dieselbe Art über, wie man von A zu Ai 
überging, d. h. setzt man 

A2 _ i-a-A^ (a2) 

1 + (1-Al)4 



so muss 



g (4)2 = ^[i + ^(A 2 )], ^(o) = o (b 2 ; 
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und also, wenn man zu X n angelangt ist, 



An 
16 



[1 + <p(A n )] . . . <p(o) = o 



(bn) 



oder 



sein, wenn man 



4 n logq = log^ + <p{\ n ), 

16 



log[l + qj(A n )] =V?(An) 

setzt, wobei </?(A n ) wieder eine für kleine X n konvergente Potenzreihe sein 
wird und 

(p(0) = log 1 = 

ist. Aus (b n ) folgt nun 

log q = — log 1 v(Ati), 

und da bei wachsendem n . . . X n stets kleiner als 1 bleibt, also <f(X n ) noch 
konvergirt, so ist 



log q = lim 



1 , A n 
— log — 

4 n & 16 



(d) 



n=oo 
Den Grenzwert rechter Hand berechnen wir nun auf andere Weise. Es ist 

i 



A i _ r 

1 + (1-A)4 



(c) 



und 



also 



log Ai = los 



l-(l-A): 



log 



1 + (1-A)- 



n 



1 dAi dX 



4 Ai 



4 



(1-A)- 



(1-A)- 



.1-(1-A)i 1 + (1-A)3 
dX (l-A)-i 
2 1-(1-A)s 

yJ[l-A]-i[l + (l-A)J] 

d 4h[(i-xrU(i-xrh 
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Da nun für Ixl < 1 sowohl 



1 + -A + --- 
4 



(l_ A )-4 = i + -A + ... 
als auch 

(l-A)-i 

lauter positive Koeffizienten enthalten, so wird dasselbe für 

i[(l - A)"i + (1 - A)"3] = 1 + ±A + • • • = 1 + A/(A) 
gelten (ip'(X) eine Potenzreihe mit positiven Potenzen). Hieraus ergiebt sich 

1 d\\ d\ 



4 Ai 



A 



ip'{\)d\, 



also ist 



\ log Ai = log A + log c + ip(X), 



wo -0(0) = sein soll und ?/>(A) eine Potenzreihe mit lauter positiven Koeffi- 
zienten ist. Um c zu bestimmen, ersehen wir, dass aus 



\\ = c Ae^ A ) . . . c 



i 
A? 



A=0 



folgt. Nun folgt aber aus (c) 

i 

A 

J A=0 

und daher c = |, somit dass 

1 



l-(l-A)- 



A=0 



8' 



4 



logA 



1 



lot 



A 



+ V(A)...^(0) = 



ist. ^(A) konvergirt noch für A = 1, denn da ?/>(A) für alle Werte kleiner als 
1 konvergirt und für A = verschwindet, so stellt sie stets die Funktion 



loeAi 



log 



A 
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dar, so lange |A| < 1. Nun hat die if)(\) lauter positive Koeffizienten und 

- log Ai — log — 

wird für A = 1 endlich, nämlich gleich log 8, also muss auch ^>(1) = log 8 sein. 
Da ferner aus 

A = X^W 

1 8 

Ai = ^[l + n(A)] 

folgt, so ersieht man, dass auch O(A) lauter positive Koeffizienten besitzt, 
O(0) =0 ist und 0(1) noch konvergirt. 
Aus 

-logAi =log- + V(A) 

und 

- log 16 = log 2 



folgt 



i logJ,=log-+V(A). 



Gehen wir nun von Ai zu A2 über, hiervon zu A3 u. s. w. so erhalten wir 
folgende Reihe von Gleichungen 

i log^= log- + ^(A) 

4 l ° g ^ = log^ + ^Ai) 

4 to «lf = log^ + ^(A 2 ) 



i tog 16 = I °8-l6 1 + ^ A »-l)' 

wo die Potenzreihen rechts alle noch konvergiren für Aj = 1. 
Multiplizirt man die Gleichungen der Reihe nach mit 

111 1 

- 1 ' 4' 42' 43'"' i^ 3 

und addirt sie, so erhält man 

n— 1 1 
l()R- — = lo« — -I- ^ T^^(Azy) 



1 , An , A 



^=0 
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Die Summe rechter Hand konvergirt, wenn n ins Unendliche wächst. Denn da 
|A| ^ 1 ist, so sind alle Ai, A2 • • ■ A n . . . Aqo kleiner oder gleich als 1 und die 
Potenzreihen tp{\y) konvergiren alle, sind also alle endlich. Sei g eine Grösse, 
die gleich oder grösser ist als die grösste von den Tp(\ v ), so dass also 



für alle v, dann wird 



9^\^{K)\ 



n—1 1 n— 1 1 



d. h. 



und mithin 



d. h. die Reihe 



l AV ) — 2-^1 AV I^V 

v 7 

A °° 1 



00 1 



konvergirt. Daher erhalten wir 



lim 



1 , A n 
— log — 
4" 6 16 



log h Y^ — -0(A 





und mit Rücksicht auf die Gleichung (d) 

A °~ 1 
logg = log — + ^_^(A I/ ). 

Nun ist 



16 ^ 4 l 




Ai = -j[l + jQ(A)] und O(0) = 0, 



O(l) endlich. Ebenso 



A 2 = -i[l + 0(Ai)]. 



210 



V. Berechnung des Normalintegrals 



Führt man in diese Reihenentwicklung für Ai die erste ein, so kann man, 

da für |A| ^ 1 die Potenzreihen konvergiren, das Resultat nach Potenzen von 

A ordnen und erhält 

\16 

A 2 = p r [i + n 1 (A)], 

wo 0i (A) konvergirt für |A| ^ 1. 

Dasselbe gilt für A3 . . . A4 . . ., alle sind Potenzreihen von A, die für |A| ^ 1 
konvergiren und alle haben nur positive Koeffizienten. 

Denkt man sich diese Potenzreihen in 

^(Ai), ^(A 2 ), ^(A 3 )... 



eingeführt und ordnet in 



00 .. 



v=0 



alles nach A, was erlaubt ist, da alle Potenzreihen für |A| ^ 1 konvergiren, so 
erhält man eine Potenzreihe 77 (A) mit lauter positiven Koeffizienten, so dass 
also 



ist, und 



folgt. 

Nun ist für 



J2^M = n(\) 



log q = log— + n(X) 
16 



(d) 



A = 1 : Ai = 1, A 2 = 1 • . . Xu = 1 und ^(1) = log 8, 



daher 



d. h. 



00 00 _. . 

E 7U=i^M = lo § 8 E JE = ö lo S 8 = lo S 16 > 



A=l 



77(1) = log 16. 

Unsere Potenzreihe 77 (A) konvergirt also auch für A = 1 und giebt in der 
Gleichung (d) den richtigen Wert von q, nämlich logg = 0, also q = 1 für 
A = l. 

Es ist, da ^(0) = ist, auch 77(0) = 0. 
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Aus (d) folgt schliesslich 

9 =^ n(A) = ^(l + iP(A)) (e) 

als Potenzreihe von A, von der wir nun wissen, dass sie nicht blos für |A| < 1, 

sondern auch für |A| = 1 konvergirt, da es i7(A) thut und dass sie gerade so 

wie n(\) lauter positive Koeffizienten besitzt. Es ist ^J(O) = und ^3(1) = 

15. 

Da wir nun den Konvergenzbereich der Potenzreihe, also die Giltigkeit der 

Entwicklung (e) kennen, so können wir auch die Koeffizienten der Potenzreihe 

^P(A) bestimmen. 

l 
Setzen wir für einen Augenblick X^ = y, so wird 



2g(l + g 8 + g 2A 
1 + 2g 4 + 2g 



16 



und 



(1 + 2g 4 + 2g 16 + ---)y = 2q(l + q 8 + g 24 + • • • ) 
q= 1 2y + (q 4 + q 16 + ---)y-(q 9 + q 25 + ■■■), (d) 

also in erster Annäherung 



qi = \v\ 



geht man mit diesem Werte in die Gleichung (d) ein, so folgt 

<,¥ 

oder, wenn man wieder nur die nächste Annäherung nimmt, 



q = h + (ii + il 6 + ---)y-(<i 9 i' -* 



1 1 5 

92 = 7>y + -$y ■ 



Geht man mit dieser wieder in die Gleichung ein, so findet man 

^1 + 2 (1) 5 + 15 (1) 9 



und sodann 



-f+ 2 (f) 5 +-(ir+-r 3 



so dass man durch analoges Verfahren die Potenzreihe von y beliebig weit 
fortsetzen kann und 

y , o fy\ 5 , -,r fy\ 9 , -,m fy^ 13 



«=! + h!j +i hij +is nu + - w 
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(f) 



1 + (1 + A)i 



ist. Wir wissen, dass unsere Reihe für A = 1 d. h. A^ = 1 auch noch konvergirt 
und gleich 1 wird, so dass 

11 15 150 

2 + ¥ + 29 + 213 + " ' 

sich ergeben muss. Brechen wir nun die Reihe (f) bei dem Gliede 

i\ 13 



4 

150 ' Vl 



A 



ab, so werden wir dabei einen Fehler machen, der desto grösser ist, je grösser 
Ai ist, da die Reihe lauter positive Glieder besitzt, daher am grössten, wenn 
Ai = 1 ist. Dieser Fehler ist aber 

. 1 1 15 150\ 1847 



2 ' 2 4 2 9 2 13 / 2 12 

( x \\ 

Nun tritt zu diesem Fehler in der Reihe / noch I -%- zu einer Potenz, 

die grösser ist als 13 ist, als Faktor hinzu, d. h. der begangene Fehler ist 
jedenfalls kleiner als 



i\ 13 

1847 , ™ 1847 

— tö- oder Ai • — ~-, 

2 13 l 2 25 



(4) 

was in Anbetracht dessen, dass |Ai | < 1 ist, eine sehr kleine Grösse ist. Die 
Reihe (f) ist also eine sehr gute zur Berechnung von q.*) 



*) Die vorstehende Entwicklung ist nach den Vorträgen des Herrn Prof. Weierstrass 
durchgeführt . 
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Wenn wir aber auf diese Art q direkt aus x erhalten können, so können 
wir auch K und K' einfacher berechnen. Es ist nämlich 

q=e *k, 

also 

l K ' 

logg = -TT — 

und 

K 

K' = logg. (g) 

TT 

Kennen wir also K und q, so ist K' auch gegeben. Nun haben wir auf 
S. 173 gesehen, dass 

— = ^ = (l + 2g 2 + 2g 4 + ...) 2 

TT 

ist, und daher liefert die Gleichung 



2h l + 2q 2 + 2q 4 + 2q 9 + 2q 16 + --- (h) 



TV 



den Wert von K, sobald q aus (f) bestimmt ist. Wir sehen also, dass sobald 
q gegeben ist, auch die Grössen K und K' daraus berechenbar sind. 

58. Wir gehen nun dazu, die elliptischen Normalintegrale IL und III. Gat- 
tung durch das elliptische Integral I. Gattung auszudrücken. 

Als Normalintegral IL Gattung nahmen wir nach Legendre das Integral 

z 2 dz 



^(l-z 2 )(l->i 2 z 2 ) 



an. 

Setzt man z = su, so wird, da 



dz 
du 



^{l-z 2 ){l-x 2 z 2 ) 
ist, 



"U 

J =-- I su du. 



Wenn wir nun s u in integrabler Form durch die -y-Funktionen aus- 
drücken, so haben wir das Verlangte geleistet. 
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V. Berechnung des Normalintegrals 



Wir haben auf S. 122 Formel 32 erhalten 

tfpo(u + v)'ö (u -v)= $lu$lv - 'ßju'ßjv. 

Beachtet man, dass 

d$ (u + v) d$ (u + v) f 

du = dv = *o(« + «) 



dt?o(-u 



d'&o(u — v) 



du 



ist, wo 



*o(«) 



dv 
d(a) 



$' {U - V) 



sein soll, so liefert die angesetzte Gleichung durch Differentiation nach v 

#o[$o(u + v)$ (u -v)- Mu + v)d' (u - v)} 

= 2[tfluü vti' v -dlw&iv&iv] 

und durch nochmalige Differentiation nach v, wenn man dann v — setzt 
und beachtet, dass 

t?' = 0, < = 

ist, 

#o[%j#o u ~ K M ) 2 ] = iMM« - ^i 2 ^i w 

oder, wenn man durch $q$qU dividirt, 



1 d 2 $ u 


1 d'ßQU 


2 An 
v 


(^ 


> 2 -&\u 


Üqu du 2 


_'&qu du 


O 


\'hj 


' $ 2 u 


In andrer Form geschrieben 








d log t 

du 2 


%u 4» 




2 
) s 2 u. 





Da nun 



ist, so folgt 



*i 



TV 



2K 



$0$2$3 






:T 4 



,q2 
,y 3 



;>: 



und 



hieraus 



mithin 



215 



d 2 \og^u < 2 2 

^^ = ^- XSM ' (a) 

„2 U= i go i ^ 2 iog?V 

x 2 t?o ^ 2 ^ u 



2 , __ 1 K . 1 rflog^Q« 



u 

s z udu = —~-^-u - ^r — "" " u " (31) 

x z t/Q x aw 



Es ergiebt sich also 



1 K 1 #1« , x 

^ =-2-r«--2-r- (31) 



dz 

■u 



o ^/(l-^Xl-* 2 * 2 )' 

Hat man für irgend einen Wert von z das zugehörige it berechnet, so liefert 
die Formel (31) den Wert von J für dasselbe z. 

Es ist 

x 2 t?o 
da 



'(?)-w- iS*. 









^0 («- 2) =^3(«), 




also 






/ ( W -|)=4( W ), 




ist, mithin 


.»;, 


(- 


-!) = -^o(|)=^(o) = 


= 



sich ergiebt. 

Man nennt E das ganze elliptische Integral IL Gattung und es ist 

_ K tf{[ _ f 1 Z 2 (fz 

x 2 ^0" ~ h v / (i-^ 2 )(i-"^ 2 ^ 2 )' 

da für -u = ^ = Ä" sich z = 1 ergiebt. 

Führt man E ein, so wird (31) die Form 

J(u) = l a -±*M 
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annehmen. 

Beachtet man, dass 



also 



$ (w + u;) = #o( w ) 
$ (u + J) = -^o(w)e" (2MW) - , 

d\og$Q{u + uo) _ &' (u + w) _ $' Q (u) 



du $q(u + ll>) $o(u) 

d log tf (u + üj') _ i?Q (u + u/) _ i?Q («) 2vu 



ist, und da 



cj = 2Ä", w' = 2üfi 

gesetzt wurde, so ergiebt sich 

J(u + 4Ä") = J(«) + 4E 
J{u + 2X0 = ■/(«) + 2E^ + -^-. (32) 

Es ist also J(u) eine eindeutige Funktion von u, welche für z und y unendlich 
vieldeutig wird, indem denselben Werten von z und y unendlich viele u von 
der Form 

u + 4mK + 2m' Ki 

entsprechen und J(u) bei Aenderung von u um eine oder die andere der 
Grössen sich um 

4E oder 2E-± + ~^— 
K >c 2 K 

nach (32) ändert. 

Es wird J(u) = oo für u = tj- = Äi, da t?o ( t ) = ^ ^ ^* as entspricht 
dem Werte 

2 = s(Ki) = oo. 

Da aber z noch für den Wert 2K + K\ im Periodenparallelogramm unendlich 
wird, und 

^°( w + y) =^o(2x + ^i) = o 

ist, so wird J{2K + A4) auch unendlich. 
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Für u = Ki wird J(u) so unendlich wie -« — , also einfach algebraisch. 
Denn es ist 



tf [v + 



i$l(i/)e 



■hi)- 



= % 



v$[ 



,3< 
3! 



[1 + Bu 



ß (^+t) =vid'i[l + Bv 



1 1 



also wird für v = 



_*0 («/ + £) 

endlich und von Null verschieden, daher auch 



uJ [v + 



iü 



Jz/=0 



was eben ausdrückt, dass J(u) für 



ui 



u 



Ki 



einfach algebraisch unendlich wird. Dasselbe gilt für" 

J 
u = 2K + K-i = üü -\ . 

1 2 



*) Es sind die elliptischen Integrale IL Gattung diejenigen, welche zuerst von dem Ma- 
thematiker Fagnano (1700 — 1766) betrachtet wurden und später von Euler (1761) als 
eigentümliche Transcendenten erkannt, von Legendre ausführlicher studirt und alle der- 
artigen Integrale auf die drei Normalintegrale zurückgeführt worden sind. Das Integral 
zweiter Gattung trat bei der Berechnung des Ellipsenbogens auf. Indem man 

x = a sin tp 
y = b cos <p 

als Gleichungen der Ellipse ansetzt, erhält man für den von der y-Achse aus gezählten 
Ellipsenbogen 



S 



Führt man 



-" "dxY 
dtp) 



— ) dip = a v/1 — h 1 sin <pdp, 



dp 



a 2 -b 2 



\/ \ — h 2 sin ip 
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59. Wir schreiten zur Berechnung der elliptischen Integrale III. Gattung. 
Wir gehen aus von der schon benutzten Gleichung 32 auf S. 122 

OOOO 

^Q^ofa + u)i!)Q(a — u) = ^Q«t?Q-u — fiiocßiu, 

indem wir in derselben v = a setzen und dann u mit a vertauschen. Aus 
denselben folgt 



'0 



tfoatfo 



». 



Nimmt man beiderseits den Logarithmus und differentiirt dann nach a, so 
erhält man 

i?q(o; + -u) t?Q(a — u) -^Q« 2x 2 sas'as 2 u 

$0(0: + u) ^o( a ~~ u ) $0 a 1 — K 2 s 2 as 2 u 

Integrirt man diese Gleichung nach u von bis u, so wird 

2 , f u s 2 udu ß'na 1 $o(a + u) 

x sasa s-2 2~ = ~tfT u ~ ö log T7 V 

Jq l — >i z s z as z u v ö a 2 VQ{a — u) 



oder wenn man 



u 



dz 

y/(l-Z 2 )(l-~7?z2) 
1 

z = su, a = 

Ksa 



und 

ein, so wird 



sm (p = su 



S = a (1 — x s u)du = a[u — h J(u)], 
Jq 

also bis auf das Integral I. Gattung unser Normalintegral IL Gattung. Hieraus entsprang 

auch der Name elliptische Integrale, den man dann auf alle Integrale von der Form 



f[x, \jR(x)]dx 



ausdehnte, in denen / eine rationale Funktion von x und \J R(x) ist, wobei R(x) den 
4. Grad nicht übersteigt. Jacobi führte (1826) die Umkehr z des elliptischen Integrals 

dz 

v/(i-z 2 )(i-^2y 

ein indem er dieselbe als elliptische Funktion von w mit 

z = sin am u 
bezeichnete. (Vgl. S. 186.) 



219 



setzt, so wird 



P(u, o) 



z l dz 



(a 2 - z 2 )y/(l -z 2 ){l-x 2 z 2 ) 
2 



u x 2 s 2 as z du 
1 — x 2 s 3 s 2 u 



HCl 



$' a 



1 , t?o( a + u) 
u — — log 

s'a [t?o a 2 '??o( a; — u ) 



■ (33) 



Dieses Integral P(u, a) dritter Gattung wurde von Jacobi seiner leichten Be- 
rechnung halber als Normalintegral eingeführt. Will man das LEGENDRE'sche 
Normal integral berechnen, so ergiebt sich dieses einfach aus P(u,a). Es ist 



P(u,a) 



z l dz 



(a 2 - z 2 )y 

z dz 



(o 2 - z 2 )y Jo y 



1 



dz 



2 2 

a z — z A 



dz 

y 



II(u, a) 



P(u, a) = —a n(u, a) — u 
P(u,a) u 



2 2 



s a[P(u, a) + u]. 



Daher ist 
II(u,a) 



dz 



(z 2 -a 2 )y/(l-z 2 )(l-x 2 z 2 ) 



x 2 s 3 a 

caAa 

z 



caAa $qCx 



1 o s 6 a , fiftia + u) 
u + -x z — log 



u 



(34) 



sa $o<y\ 2 caAa $o( a ~~ u ) 

dz 1 , _, , 

2 = sw, a = = s(a + Ki). 



(35) 



xsa 



/o \/(i-* 2 )(i-^ 2 )' 

Die logarithmischen Unstetigkeitspunkte des Integrals sind 

u = —a + Ki 

und 

u = +a + Ki , 

für welche 

$o(a + u) resp. $o(cx — u) 

verschwindet. Für diese ist 



z = s(—a + Ki) 
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und 

z = s(a + K{) = a. 

Wie man aus (35) ersieht, wird das Integral III. Gattung durch 
Einführung des Integrals I. Gattung nur insofern vieldeutig, als es einen Lo- 
garithmus enthält, während es als Funktion von z und y noch unendlich 
vieldeutig ist in Bezug auf Periodenvielfache, da einem z und y alle Werte 

u + mAK + mi 2Ki 

entsprechen, für welche LI(u,a) seinen Wert ändert 
Wir haben also folgendes Resultat: 
Ist 

y 2 = (l-z 2 )(l-x 2 z 2 ) 

und führt man 

h y 

als unabhängige Variable ein, so werden z und y eindeutige Funktionen von 
u und infolge dessen auch alle rationalen Funktionen von z und y. Es wird 
auch das unendlich vieldeutige Integral IL Gattung 

," z z 2 dz 



'o y 

eine eindeutige Funktion von u und das Integral III. Gattung 

LI ■ dZ 

11 a 



!q (z 2 - a 2 )y 
behält nur die Vieldeutigkeit eines Logarithmus einer eindeutigen Funktion. 



VI. Das Additionstheorem für die Integrale 
I. und II. Gattung. 

60. Wenn wir 

f Zl dz (^ dz 

u = — ^, V = I — = 

JO ^(\-Z 2 ){\-K 2 Z 2 ) JO \/(l-2 2 )(l-X 2 2 2 ) 

setzen, so ergiebt sich 

Z\ = SU, Z2 = SV 

und nach dem Additionstheoreme für die Funktion s(u + v) S. 105 

su cvAv + sv cuAu 



s(u + v) 



1 — >c 2 s 2 v s 2 



ii 



Ziy/1-Z%y/1- X 2 Z 2 +2 2 yl - z\^\- X 2 z\ 
1 — x 2 ^ 2 ^! 



Setzt man also z% = s(u + v), d. h. 

f Z 3 dz 

u+v= / — = 

7o \/(i-^)(i 



2~2\' 



X^Z 



so kann man zufolge des Additionstheorems der Funktion s(u) das Additi- 
onstheorem für das Integral I. Gattung folgendermassen aussprechen: 
Ist 

*i dz f Z2 dz 



y/(l-z 2 )(l-*: 2 z 2 ) Jo ^/{\-z 2 ){\-k 2 z 2 ) 

Z3 dz 

(36) 



'0 y/(l-Z 2 )(l-*?z 2 ) 
so findet zwischen z\, z<i, z% die Gleichung 



2 y 2 



^v 1 - 4V 1 - **2 + V 1 - w 1 



X^Z 



1 



2 3 = i 2~T^ ( 37 ) 

1 — x 2 ^p| 

statt. 

Man kann umgekehrt, wenn man die Richtigkeit der Gleichung (37) di- 
rekt beweist, aus dieser das Additionstheorem für die doppeltperiodischen 
Funktionen ableiten. Dies that (1761) Euler, Jacobi (1826) erkannte erst die 
Wichtigkeit dieses Satzes für elliptische Funktionen. 



222 VI. Das Additionstheorem für die Integrale I. und IL Gattung 



Das Additionstheorem für die Integrale IL Gattung ergiebt sich einfach 
aus der Gleichung (b) S. 218; wenn man in derselben v statt a setzt, lautet 
dieselbe nämlich 



*o(« 



*o(« 



&nV 



'&q(u + v) $o(u — v) $QV 

und wenn u und v vertauscht werden 



2x su sv- 



sv su 



x 2 s 2 i> s^u 



<(« 



tf> 



» 



2- ° 



Addirt man beide Gleichungen, so ergiebt sich 
tf' (u + v) _ 'ß' Q u tf' Q v 



2x su sv- 



su sv 



1 



2 2 2 ' 
X Z S Z 1> 5 Z "U 



Nun liefert die Gleichung (31) S. 215 



x smsu s(u + 1>). 



J(« 



und mit Rücksicht auf (38) 



1 < 1 ^(ti + t;) 

x 2 # x 2 ^o(« + f) 



1< 



u 



1 Ü'qU 1 



X 



2 t?Q ^ 2 $0 U 



1 ?9" 

x 2 t?n 



1 t? / f n 
x 2 t?ol> 



+ su sv s(u + V ), 



also ist 



J(u + v) = J(u) + J(v) + sw sv s(u + f ). 



(3* 



(39) 



VII. Integrale doppeltperiodischer Funktionen. 

61. Es sei F(u) eine eindeutige doppeltperiodische Funktion von u, wel- 
che die Perioden uj und u/ besitzt, die wir unseren ^-Funktionen (S. 53) zu 
Grunde legten. Dann wird 



V = / F(u)du 

ausgedrückt durch doppeltperiodische Funktionen mit den Perioden ui und 
uj' , durch Integrale L, IL und III. Gattung. 

Die doppeltperiodischen Funktionen können alle durch irgend zwei mit 
denselben Perioden rational ausgedrückt werden. 

Der Satz ergiebt sich sehr einfach mit Rücksicht auf die in 34 S. 140 
erhaltenen Resultate. 

Nach Gleichung IL kann man 

n n i-l a 

F(u) = C-££^zC>(»-a) 

setzen, wobei 



z (k) (u) = d h+l logMu) 



du h+1 

ist. Da ferner F(u) eine eindeutige Funktion sein soll mit den Perioden uj, 
uj' , so ergiebt sich nach 14 S. 66, dass 



m 



E A iß = ° 

i=\ 
ist. 

Wir schreiben 

F(u) = C-^A ifi ^A hl — 2 

%=\ %=\ 

^^ A iih d h + l log M^-^j) 
ff ff h\ du h + l 

i=l h=2 
dann folgt 

m m 

V = d + Cu - J2 A i,0 log tfi (« - <**) - J] ^i 



t/logi?i(-u — Ctij 
du 



Ev^ ^^rf^log^i^- aj) 
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und da 




m 
i=l 


ist, also auch 


/ 77 






f^A ifi logi3 1 (u-ß) = 

i—i 


ist, wenn ß 


ein beliebiger Wert ist, so kann man v auch in der Form schreiben 


V = 


= C 1 +Cu- 


m Q / s m 
1=1 i %=l (40) 

-EEt^ 11( "-°'I- 

i=\ h=2 



Nun ist, wie wir sahen, Z^~ >{u — c^), sobald h ^ 2 ist, eine doppeltperi- 
odische Funktion von -u mit den Perioden u;, u>', welche für u = a^, unendlich 
von der h ten Ordnung wird und daher sich rational durch irgend zwei dop- 
peltperiodische Funktionen mit denselben Perioden z. B. Z'(u) und Z"(u) 
ausdrücken lässt. 

Es ist mithin 

m rii—1 a 

EE^r^ _1) («-«i) = e(^n 

i=l h=2 

wo q eine rationale Funktion der Argumente Z', Z" bedeutet. 

Z(w — «j) ist ein Integral IL Gattung, welches für u = a^ einfach alge- 
braisch unendlich wird, welches sich aber stets auf das Normalintegral IL 
Gattung J(u), ein Integral I. Gattung und eine rationale Funktion von Z' , 
Z" zurückführen lässt. 

Aus den Formeln VI S. 56 ersehen wir, dass 



also ist 



^ u ) = \(u+^ e { u+ Vl\ 



dlog^W dl0 ^l{ U +i) tu 



du du u> 

und hieraus folgt mit Rücksicht auf Gleichung (31) S. 215, dass 



(u + i)=-^J(u) + f Q U-^ (41) 
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u> 



ist. Aus dieser Gleichung ergiebt sich 

Z (u + v + ^) = -x 2 J(u + u)^(« + v) - — 
und mit Rücksicht auf die Gleichung (39) S. 222 

Z(u + v+%-) = -x 2 J{u) + ^-u-x 2 J{v) + ^-v 

x z susv s(u + v) 
= Z (u + ^ j + Z (v + ^ J + — - x 2 su sv s(u + v). 

Setzt man v — tj- an Stelle von u, so wird 

Z(« + v) = Z (u + ^) + Z(v) + -^ r. (42) 

V l ) lü svs(u + v) 

Hieraus folgt, v = —Ui gesetzt, 

Z(u — oij) = Z (u + ^- j — Z(ctj) 



7ri 1 1 — x s atiS u 



H s'oa + sai'- su 



Nun lässt sich s u und ^ rational durch Z'(u) und Z"{u) ausdrücken, 



denn aus der obigen Gleichung 




cüogt? (u) 


diog^iu+i) m 


du 


du ' u> 


folgt 




d 2 \ogdo{u) 


d 2 log<ß (u+^ 



du 2 du 2 

und mit Rücksicht auf die Gleichung (a) S. 215 

also wenn u — tj- an Stelle von -u gesetzt wird, 

?9" 1 

z '(«) - ? - 4- 

Z"(«) = 2^, 

s ö u 
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also 

1 tf" 

4- = t~ Z ' iu) 

SU VQ 

s'u 1 Z"{u) 



su 2 Jj - ^(«) 



(43) 



Mithin ist 

Z(« - ai ) = Z (« + £) - Zfo) + - - r^Z'Z"), 



iü 



wenn r^ die leicht herzustellende rationale Funktion von Z , Z bedeutet. 
Daher kann man 
m 
J2 A,lZ(u - ai )=Az(u+<f)-B- r(Z', Z") 



i=\ 
setzen, wenn 



m m , .x 

i=\ i=l 

m 

r(Z / ,Z // ) = J2A,MZ / ,Z") 



i=\ 

gesetzt wird. Vereinigt man nun die Konstanten C\, B und r(Z',Z"), 
g(Z' , Z") zu einer einzigen rationalen Funktion R{Z' , Z") von Z 1 und Z", so 
kann man die Gleichung (40) auch schreiben 



V = I F{u)du 

m 
+ <^ _ 'ST 4, -, W 

0i(«-/?) 



m q ( _ \ (44) 

C„ + AZ (« + £) - £ 4,1 1»« S^f + Ä(Z-. Z"), 



in welcher Form sie den Satz 55 S. 195 aussagt. 

Denn F(u) ist als doppeltperiodische Funktion von u mit den Perioden 
u>, ui' durch Z', Z" rational ausdrückbar, und da 

dZ> „ dZ> 

= Z oder du = — 77 

du Z" 

ist, so folgt 

F(u)du = JP(Z',Z")^ 
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wo P(Z', Z") eine rationale Funktion von Z' , Z" ist. 

Die log a / _ß\ führen auf Integrale III. Gattung, können aber durch 

Vereinigung auch Logarithmen rationaler Funktionen von Z' und Z" geben. 

Die rationale Gleichung, welche zwischen Z" und Z' bestehen muss, wird, 

da Z ! von der zweiten Ordnung unendlich für u = wird, von der Form sein 





(Z"f 


= G 2 (Z' 3 + BZ' 2 + CZ' + D), 




ei sich B, 


C, D leicht 


aus den Gleichungen (43) bestimmen, 




Z\u) - 


$0 s 2 -u 








(Z"u) 2 = 


4 (s '; )2 -4 


(1 - s 2 u)(l - x 2 s 2 u) 








\ S 2 U / 


) (x 2 - 4-) 4- 




) ist 










{Z"f 


1 = -4 fz' 


-S( 


> + w-g)(*- 


?9" 
#0 


:hes die verlangte Gleichung ist. 







Anhang 



Anwendung der Theorie der elliptischen Funktionen auf 
Kurven nter Ordnung mit \n(n — 3) Doppelpunkten. 



I. Kurven dritter Ordnung. 

1. Die Kurven dritter Ordnung zerfallen in zwei wesentlich verschiedene 
Geschlechter. Die einen besitzen einen Doppelpunkt und werden daher von 
jeder durch diesen gehenden Geraden in einem variablen Punkte geschnit- 
ten, dessen Koordinaten sich dann als rationale Funktionen eines Parameters 
darstellen lassen, als welchen man den Parameter des Strahles durch den Dop- 
pelpunkt benutzen kann. Umgekehrt muss jede Kurve dritter Ordnung, deren 
Gleichung x = R(t), y = R\(t) ist, in der R und R\ rationale Funktionen 
von t sind, einen Doppelpunkt besitzen.*) 

Die Kurven dritter Ordnung ohne Doppelpunkt bilden ein anderes Ge- 
schlecht. 

Da jede Gerade, die durch einen Punkt der Kurve geht, noch immer in 
zwei variablen Punkten schneidet, so ist es nicht möglich, die Koordinaten 
der Punkte der Kurve als rationale Funktionen eines Parameters darzustel- 
len; versucht man es, so muss man auf Irrationalitäten stossen, wie wir gleich 
sehen werden. Da nun die irrationalen Funktionen nicht eindeutig sind, so 
ist ein Rechnen mit denselben nicht so einfach und es ist stets vom Vortheil, 



*) Jede Kurve n Ordnung, deren Koordinaten rationale Funktionen eines Parameters 
sind, hat 2( n— l)( n— 2) Doppelpunkte. Denn ist ihre Gleichung x = ^W, y = ri A/ , wobei 
r, n, g rationale Funktionen n tcr Ordnung in t sind, so wird für einen Doppelpunkt t die 
Werte il und t" 7^ il haben, während x und y dieselben bleiben. Daher müssen il und t" 
die Gleichungen: 



1 



t' -t 

1 



r(f) r{t") 



f - t" 



g(t') g(t» 

n(f) n{t" 



g(t>) g(t") J 



oder 



1 



f - t" 
1 



[r(t')g(t")-r(t")g(t')]=0 



/ ,^ t ij[n(t')g(t")-n(t")g(t')} = 

befriedigen. Hiervon sind nur auszuscheiden die (n — 1) Werte t, die ausser einer Wurzel t" 
noch g(t) = befriedigen. Eliminirt man aus den Gleichungen t", welches in ihnen ebenso 
wie t' im (n — l) ton Grade auftritt, so erhält man G(i') = 0, welche Gleichung t' in der 
Ordnung (n— l) 2 enthält. Scheidet man obige (n— 1) Werte, die g(t) = befriedigen, aus, 
so werden die (n — l)(n — 2) übrigen Werte t' , welche G{t r ) = machen, die verlangten 
Gleichungen befriedigen. Würde man aber t' eliminirt haben, dann würde sich G{t") = 
ergeben haben, wo G = dieselbe Gleichung für t", wie früher für il wäre, d. h. die 
(n — l)(n — 2) Wurzeln von G{t r ) = sind gleichzeitig Wurzeln von G{t") = oder die 
Wertepaare t' und t" geben |(n — l)(n — 2) Doppelpunkte der Curve n tcr Ordnung. 
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wenn man statt vieldeutiger Funktionen eindeutige einführen kann, selbst 
wenn diese einem höheren Gebiete entnommen sind. Wir werden nun sehen, 
dass man die Koordinaten der Punkte der Kurve dritter Ordnung als ein- 
deutige doppeltperiodische Funktionen eines Parameters darstellen kann, und 
hierdurch die irrationale algebraische Funktion durch eine eindeutige Tran- 
scendente ersetzt hat. 

Die allgemeine Gleichung der Kurve dritter Ordnung hat die Form: 

f(x, y) = A 3 y S + B^xy 2 + C 3 x 2 y + D^ + A 2 x 2 
+ 2B 2 xy + C 2 y 2 + Aix + 2Biy + A = 0, 



dieselbe besitzt bei allgemeinen Werten der Koeffizienten keinen Doppel 
punkt, denn für einen solchen müsste 

^f = B 3 y 2 + 2C s xy + SD 3 x 2 + 2A 2 x + 2B 2 y + A x = 

öf \ (2) 

j- = ZA^y 2 + 2B^xy + C^x 2 + 2B 2 x + 2C 2 y + 2B 1 = 

sein für Werte x, y, die auch (1) genügen. Eliminirt man daher aus (2) und (1) 
die Koordinaten x, y, so erhält man eine Relation zwischen den Koeffizienten 
der Gleichung, die nicht stattfinden muss, sobald die Koeffizienten beliebig 
sind. Findet sie statt, so hat die Kurve einen Doppelpunkt; wir wollen diesen 
Fall ausschliessen. 

Setzen wir die Kurve reell voraus, so sind in (1) reelle Koeffizienten vor- 
handen. Ist a ein beliebiger Punkt der Kurve, so wird seine Tangente die 
Kurve noch in einem Punkte a! treffen. Wir denken uns nun eine derartige 
Projektion der Kurve gemacht, dass die Tangente aa! ins Unendliche fällt 
und die Punkte a, a! in zu einander senkrechten Richtungen liegen, die wir 
zu Richtungen der Koordinatenachsen nehmen wollen, a soll auf der x- Achse, 
a! auf der ^/-Achse liegen. 

Um die Form der Gleichung einer so projizirten Kurve zu erhalten, auf 
welche die allgemeine Gleichung stets reduzirt werden kann, durch eine reelle 
lineare Substitution für die x und y, setzen wir in (1), in welcher wir die 
Koeffizienten nach der Transformation mit A' ,B' . . . bezeichnen, für y und 
x • • • j, j ein, und multipliziren mit t , dann muss für t = die Gleichung 

4/ + B' 3 xy 2 + C'zx 2 y + D^ 3 = 

für (^) die drei Werte 0, 0, oo liefern, da die Gerade y = den 
Berührungspunkt a der unendlich fernen Geraden t = enthält, und x = 
den Punkt a' . Es muss also 

D' 3 = 0, C'z = 0, 4 = 
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sein, d. h. die Gleichung einer reellen Kurve dritter Ordnung kann in der 
Form 

f(x, y) = B 3 xy 2 + A 2 x 2 + 2B 2 xy + C 2 y 2 + A x x + 2B lV + A = (3) 

angenommen werden, in der die Koeffizienten reell sind. Die Tangenten par- 
allel zur y-Achse haben Berührungspunkte, deren Koordinaten sich aus 



10/ 

2dy 



B 3 xy + B 2 x + C 2 y + B l = 



(4) 



und aus (3) ergeben. Berechnet man aus (4) y und setzt es in (3) ein, so 
erhält man 



(A 2 x 2 + A 1X + A )(B 3 x + C 2 ) - (B 2 x + Bi) 2 = 0, 



(5) 



für die Abscissen x eine Gleichung dritten Grades, welche drei von einander 
verschiedene Wurzeln ot\, a 2 , «3 besitzt. Denn würde eine Wurzel x = a 
Doppelwurzel von (5) sein, so müsste sie die Ableitung dieser Gleichung auch 
befriedigen, d. h. es müsste für x = a die Gleichung (3), (4) und 



dx\2dy y a . =fl 



B 3 y + B 2 + (B 3 x + C 2 ) 



dy_ 

dx 







bestehen und da 



ist, so müsste 



dy 
dx 



dl. d£ 

dx dy 



J_ 

w 

dy 



(B 3 y + B 2 )^f - (B 3 x + C 2 )^f 
oy ox 



df 
sein. Da aber -J- nicht unendlich ist für x = a, sondern null, so muss 



(B 3 a + C 2 ) 



dl 

dx 



sein. Der Wert a = — -rr genügt aber f(x, y) = nicht, also muss ( 
sein, d. h. für einen solchen Wert x = a würde 



§1 

<).v 



x=a 



f(x,y) = 0, 



df n df n 
dx dy 
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folgen oder die Kurve hätte einen Doppelpunkt, für den x = a sich ergäbe. 
Diesen Fall haben wir aber ausgeschlossen. 

Ist nun a% < a 2 < a\, wenn diese Grössen reell sind, und «3 die reelle 
Wurzel, wenn zwei konjugirt imaginär sind, so nehme man die Gerade, welche 
durch x = «3 parallel zur y- Achse geht, zur neuen y- Achse und die durch den 
Berührungspunkt parallel zur x-Achse gehende Gerade zur neuen x-Achse. 
Auf dieses Koordinatensystem bezogen wird die Gleichung der Kurve die 
Form haben 



f{x,y) = B 3 xy 
Die Gleichung (5) wird 



C 2 y 2 + 2B 2 xy + A 2 x 2 + Aix 



>2 2 



0. 



(6) 



(A 2 x + Ai)(B%x + C 2 )x — B 2 x = A 2 B 2 x{x — a\)(x — a 2 ) = 0, 



wobei 



a\ = ct\ — «3, a 2 = u 2 — C13, also a\ > a 2 > 0, 



wenn ot\, a 2 , «3 reell waren und a\ - 
konjugirt imaginär waren. 

Der Punkt M, dessen Koordinaten 



ib, a 2 



ib, wenn a\, a 2 



B3 



m, y 



A\ + A 2 m 
2B~ 2 



n 



sind, ist der reelle Schnittpunkt der Asym- 
ptote des unendlich fernen Punktes der 
Kurve C3 auf der y-Achse (Fig. 55). 
Die Koordinaten 



V = 0, x 



^1 
A 2 



l 




gehören dem dritten Schnittpunkte L der 
Kurve mit der a;-Achse an. 

Wird 

2n 



Fig. 55. 



m 



l 



A, 



gesetzt, so wird die Gleichung (6) die Form annehmen: 

g(x — m)y + 2xy + \x(x — /) = 0, 



wobei 



£3 
B 2 
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Setzt man für gy einfach y, so hat die Gleichung auch die Form 

(x — m)y + 2xy + Xgx(x — Z) = 0. 

Hierbei kann Xg stets positiv gemacht werden, denn wäre Xg < 0, so würde 
die Substitution x' = —x, y' = y auf die Gleichung 

(x' + m)y' 2 + 2x'y' - Xgx'(x' + l) = 

führen. Setzt man daher Xg = c , so kann c stets reell angenommen werden, 
wenn die Kurve dritter Ordnung reell ist und ihre Gleichung kann daher stets 
auf die reelle Form 

(x — m)y + 2xy + c x(x — /) = (7) 

gebracht werden und es ist 

c (x — l)(x — m) — x = c (x — a\)(x — 02), 

wobei a\ > a>2 sein soll, wenn beide Grössen reell sind. Aus (7) ergiebt sich 

y 

(8) 
—x±c\f—x{x — a\){x — a2) j 

V 

x — m 

also y eine irrationale Funktion von x. 
Setzen wir aber 

Y = \f —x(x — a\)(x — 0,2) 

und 

f x dx 

w= V 

so wissen wir, dass x und Y eindeutige doppeltperiodische Funktionen des 
Argumentes w werden, dass also 

x = <p{w), Y = ip(w), 
mithin auch 

y = <P{w) 

eine eindeutige doppeltperiodische Funktion von w wird. 

Um eine bekannte Form dieser Funktion zu erhalten, brauchen wir nur w 
auf die Normalform zu transformiren. 



— x ± \fx[x — c 2 (x — l)(x - 


- m)] 


x — m 


—x ± Ca/— x(x — a\)(x - 


-02) 
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2. Wir setzen 

a + ßz 

x = — 

7 + dz 

und haben die Transformation dadurch bestimmt, dass 

f x dx (u — Ur\) f z dz 

Jxq V -x(x - oi)(x - 02) a Jo v(l - z 2 ){l - >c 2 z 2 ) 

übergehen soll, also nach S. 184, dass den Werten 

X = 0, Ü2, 01, 00 
die Werte 

* = i,±,-±,-i 

entsprechen sollen. 

Hieraus ergiebt sich vor allem 

1 — X \ Cl2 



1 + xy a\ 

und 

\/är- v^ 

x — 



a l + v a 2 



(9) 



also für reelle a\ und 02 reell und kleiner als 1; für konjungirt komplexe a\ 
und ü2 aber von der Form ix\, wo x\ reell ist. Setzt man nun 

JT 1-z 
x = N lT —, 

1 + z 

so folgt für z = —, also a; = 02 

x- 1 ^702 



a 2 = ^1 — — r = -#1-=, d. h. iVx = -V01Ö2 - ; 
x + 1 y/ai 

da ferner 

1 + xz 

X — Ol = iV2- 



1 + 2 

1 — X2 

x-02 = A/3-— 

1+2 
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sein muss, so folgt aus diesen für x = und z = 1 

a 2 ai = N 2 N 3 



1-x 2 



4 

Aaia 2 2 

~ = ,/aiao u/ai + Jao) 

1-x 2 



^2^3 = : ö = VoiÖ2 (\/äl + y/Ö2) 

I . .z 



Daher ergiebt sich 



x[x — a\)[x — 02 j = aiö2 (,v a l + v a 2j ~ 



H + zY 

und wenn 

/ /— /— n2 & 2 

aia2 ( V°l + V02) = ~ö 

gesetzt wird, da es, für eine reelle Kurve stets positiv ist, so wird 



und 



oder 



wenn 



b \/(l 


-z 2 )(\-k 2 z 2 ) 
(1+2)2 


Y = \f —x(x — a\){x — a 2 ) = 

c 


dx 2cy/a\a 2 


dz 


yj-x{x- a\){x- a 2 ) b yj{\ 


-z 2 )(1-k 2 z 2 ) 


aw = u — uq, 





dz 
u 



(10) 



2cyöIÖ2~' 7o y/(l - Z 2 )(l - K 2 Z 2 ) 

r z o dz 

U °~Jo ^/(l-z 2 )(l-^) 

gesetzt wird, und zq der Wert ist, welcher x = xq, Y = Yq entspricht. Dann 

ist aber 

b cu Au 

z = su, Y = -— -2, 

c(l + suY 

also 

1 — SU 

x = -\/aia 2 — 

1 + SU 

cu cu + 2acAu ( (.*■*■ j 



+ su (1 - su) + -tS=(1 + sw) ' 
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Diese Gleichungen kann man noch etwas transformiren. Da x = m, y = n die 
Koordinaten des Punktes M (Fig. 55) sind, dem ein Wert u = u entsprechen 
soll, so muss 

1 -su 

m = v a l a 2 



n 



1 + SU 
cu cu + 2acAu 



1 + ^(1-^ + ^(1 + ^) 
sein; nun giebt die erste 

Vfl 

(1 + su) + (1 - su) = 0, 
V a l a 2 

d. h. die zweite würde n = oo geben, wenn nicht 

cu + 2acAfi = 

wäre. Da n endlich ist, so muss also 

cfi m 1 — su 

2ac = — — und = 

Aß \Ja\ a 2 1 + s/j, 

sein. Dann nehmen die Gleichungen (11) die Gestalt an: 

su 



V a l a 2j- 



y 



SU 

cu cu Aji — c/d Au 1 + s/i 



1 + SU SU — SjJL Au 




(12) 



Es bietet weiter für uns kein Interesse diese Funktionen von u in solche 
von w zu verwandeln. Da die Gleichungen (12), resp. (11) die Gleichung 
(8) oder (7) identisch erfüllen für alle Werte von u, sobald nur x aus der 
Gleichung (9) bestimmt ist, so haben wir in (12) die Koordinaten der Kur- 
ve dritter Ordnung, deren Gleichung, ohne die Allgemeinheit der Kurve zu 
beeinträchtigen, in der Form (7) angenommen werden kann, als doppeltperi- 
odische Funktionen eines Parameters dargestellt. 

3. Die Form der Gleichungen (11) oder (12) erlauben auch den Verlauf der 
Kurve dritter Ordnung C3 zu übersehen. Wir setzen die letztere reell voraus, 
also in (7) reelle Koeffizienten, und unterscheiden zwei Fälle. 
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I. a\, a>2 sind reell, x also reell und kleiner als 1. Die Periode 4K ist 
reell, 2iK' , rein imaginär. 

Die Gleichungen (11), in denen yja\a2, 2ac, m reelle Grössen sind, 
zeigen, dass x und y nur dann reell sind, wenn su, c u und cuAu 
gleichzeitig reell sind. Ein Blick auf die Figuren 26, S. 133 lässt 
uns erkennen, dass diess nur der Fall ist für reelle Werte von u 
und u — iK 1 . Umgekehrt müssen sich für u reelle Werte oder solche 
von der Form u + iK' {u reell) ergeben, wenn x und y (d. h. der 
Punkt der Kurve) reell sind. 

In diesem Falle besteht also die Kurve dritter Ordnung aus zwei 
getrennten Zügen, von denen der eine reellen Werten u, der andere 

Werten u + iK' (u reell) entspricht. 

Da der Punkt M (Fig. 55) x = m, y = n ein reeller Punkt der 
Kurve ist, so ist ß oder ß — iK' reell. 

IL oi, ü2 sind konjugirt imaginär, x ist rein imaginär, K reell und 
Ki = 2K + iK', K' wieder reell. 

Die Figuren 27, S. 136 lehren uns, dass su, c u und cuAu nur reell 
sind für reelle Werte von u, dass also die Kurve in diesem Falle 
nur aus einem reellen Zuge besteht, dessen Punkte den reellen 
Werten von u entsprechen. 

/j, muss in diesem Falle reell sein. 

Da die Funktionen ip(u) und <P(u) blos reelle Konstanten enthalten, so 
werden Werten von u von der Form u + iu" und u' — iu" auch konjugirt 
imaginäre Werte von tp(u) und <5(w) entsprechen, d. h. die den Argumenten 
u' + iu" und u — iu" entsprechenden imaginären Punkte von C3 liegen auf 
einer reellen Geraden. 

4. Wir können die Null- und Unendlichkeitspunkte der Funktionen <p(u) und 
4>(u) leicht angeben und dann diese Funktionen direkt durch ■#- Funktionen 
ausdrücken. 
Es wird 

<p(u) = 00 für u = K, K, 

ip{u) = u = 3K, 3K. 

Jede dieser Stellen ist eine doppelte. 



<P(u) 


wird 


•00 


für 


u = 3K, 


und 


2K - 


- H 


#(u) 




'DO 




u= K, 






-l* 
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Der Wert u = 3K ist für <&{u) nur eine einfache Unendlichkeitsstelle, denn 

es ist 

cu 1 — su 



1 + SU cu 

und cu wird für u = 3K einfach null. 

Bezeichnet man mit 0\(u), 6>2(tt), Ö3 (u), 0q(u), die vier Thetafunktio- 
nen, welche die Gleichungen I, S. 53 definiren, wenn man statt cv, ui 1 einführt, 
Q = 4K und Q 1 = 2K\ wobei K und K\ die Bedeutung haben, die wir ihnen 
S. 169 zu Grunde legten, so wird 



x = <?(«) 




<£>(«) 



wo A eine Konstante ist, die sich für u = bestimmt. 
Führt man also homogene Koordinaten 



ein, so kann man 



qx\ = A\ 



x\ : X2 : £3 = x : ?/ : 1 






aro = A 2 01 (« - #) Ö l ( W - ¥) Ö l ( U + A*) 

,) 



ß»3 



öl(^-¥)] 2ö l( w 



3i7 
"3". 

2 



setzen, wo die Öi-Funktion den Gleichungen 

öl(« + ß) = -Öi(w) 
Öi(« + ß') = -Oi(u)e-( 2u+f2 'y-n 

gemäss sich verhält. Die Konstanten A\, A 2 bestimmen sich leicht. 



(13) 



(14) 
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5. Setzt man überhaupt 

qx\ = Ai0i(u - a\)0\{u - a 2 )Oi(u - « 3 )e 2 ^ u 

qx 2 = AiÖi(« - ft)öi(u - ß 2 )0 1 (u - ß 3 )e 2u7 % u \ ( 15 ) 



und 



QX2, = AiOiiu - 7i)öi(« - 72)öi(« - 73) 



a l + a 2 + a 3 = a 
ßl+ß2 + ßt=ß 

71 + 72 + 73 = 7 



so sind unter der Bedingung * 



a = 7 + /jß- //.ß 
= 7 + v'Q - vQ' 



(15a) 



die Quotienten f 1 und §^ doppeltperiodische Funktionen von -u mit den 
X3 X3 

Perioden ß, O', wenn 6*1 (w) den Gleichungen (14) genügt. (Siehe Satz 16, 
S. 72.) Folglich besteht zwischen ^ und 
dritten Grad nicht übersteigt. Denn ist 



S. 72.) Folglich besteht zwischen - 1 und -^ eine rationale Gleichung, die den 

^3 ^3 



TYI 



V^3 X3/ 
diese Gleichung, so wird dieselbe durch die doppeltperiodischen Funktionen 

Xi = = Aj_ 6>i(m - Oi)gi(M ~ OgjglC» ~ Q3) 2/x^7ri 

2:3 A3 6>i(w-7i)6>i(w-72)6>i(w-7 3 ) 

*2 = Q,, = M 0i(u - ßi)Oi(u - ß 2 )Oi(u - /3 3 ) c 2^» 

x 3 "' ' A3 Öi(u-7i)Öi(«- 72)6*1(^-73) 

identisch erfüllt. 
Ist nun 

oa;i + bx 2 + CX3 = 

die Gleichung einer beliebigen Geraden, so wird 

&{u) = aip(u) + b<P(u) + c 



*) Führt man statt u . . . v! + 57 ein, so wird o^ = a% — |7, ß[ = ßi — ^7, 7^ = 7i — 57 
und daher a' = a — 7 = //.!? — /iß', ß' = ß — 7 = z/,12 — z^ß' und 7' = so dass die 
Annahme 7 = keine Beschränkung ist. 
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eine doppeltperiodische Funktion von u der dritten Ordnung sein, die für 
u = \\ , A2, A3 unendlich wird, und die also auch für drei Werte u = u\ , u 2 , u 3 
verschwindet, d. h. die Koordinaten 

x~\ 

— = <f(ui),f(u 2 ),(p(u 3 ) 
x 3 

— = $(u 1 ),$(u 2 ),$(u 3 ) 

x 3 

genügen sowohl der Gleichung der Kurve 

/(X^)=o, 

\x 3 x 3 J 
als der Gleichung der Geraden 

x l , x 2 

a h \- c — 0, 

x 3 x 3 

d. h. jede Gerade schneidet die Kurve nur in drei Punkten. 
Setzt man nun 



F\ 


fxi X2\ 

\x 3 ' x 3 ) 


= A X \ 




) +A 2 \ 




> 2 (3)^ 


© 


( x *)\aJ x >) 3 

\ X 3J \ X 3J 










+ B 1 1 


fxi' 

\^3/ 


> 2+ Ml) 


\ X ZJ 


>ws) 2 










+ Ci| 




> + *S) 







mit neun willkürlichen Konstanten A, B, C an, so kann man diese so bestim- 
men, dass die doppeltperiodische Funktion 9. Ordnung 

x{u) = F{<p{u),${u)) 
eine Konstante wird. Denn x( u ) wird für u = 7^ unendlich, so zwar, dass 

XW = 7 v? + 7 rö + + P + • • • pos. Pot. (w - 7j) 

(w-7l) («-7i) u ~li 

wird, wo Li,Mj, Nj lineare homogene Funktionen der A, B, C sind. Setzt man 
nun i = 1, 2, 3 und 

Lj =0, L 2 = 0, L 3 = 

Mi =0, M 2 = 0, M 3 = }> (S) 

iVi =0, N 2 = 0, ^3 = 
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so erhält man für die neun Konstanten A, B, S neun Gleichungen, in denen 
sie linear und homogen vorkommen. Von diesen neun Gleichungen ist eine 
der letzten Folge der übrigen. Denn bestimmt man die acht Verhältnisse der 
neun Konstanten aus den acht ersten Gleichungen, so wird die so bestimmte 
doppeltperiodische Funktion x( u ) nur mehr für u = 73 einfach unendlich 
werden können. Da aber nach Satz 14, S. 66 eine solche Funktion sich auf 
eine von u unabhängige Konstante reduziren muss, so ist auch N3 = erfüllt. 
Wird also x( u ) = C gesetzt, so folgt 






F 



X\ X2 
£3 '£3 



= 



als Gleichung der Kurve dritter Ordnung, welche durch die Gleichung (15) 
dargestellt wird. 

Für spezielle Werte von a^ /%, 7^ kann es sehr einfach gelingen, die ratio- 
nale Gleichung aufzustellen. Ist z. B. 



71 
ßl 



0, 





72 = 


Q 1 

3 ' 


2J7 

3 ' 


ß2 = 


2Ü-Ü' 
3 


2J7 

3 ' 


«2 = 


2ü+n' 
3 



also 



a = 


2U 


ß = 


-2Q 


7 = 






73 
03 
«3 



n' 
3 

2ü+f2' 
3 • 

2n-n' 



2fl-tt' 



und setzt man 

qxi =0 1 (u- ^) 0i (u - 2ß+^) öi v .< ;y 

QX 2 = Ö! (« + f ) 0! (« + ^) Ö! (« + ^ 



ßX3 



öiHöi (w-^)öi («+ 



3 



y?l(«) 
V? 2 (w) 
¥>3(«)> 



> (16) 



so kann man die Gleichung der Kurve dritter Ordnung in rationaler Form 
durch folgende Betrachtungen aufstellen. 

Es ist 



¥>3(«) = ¥>l(u + -g-) = V2( 



w 



2ßN 
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und 



cpi(u + ü) 



-cpi(u 
-ip 2 (u 

-E 2 <p 2 (u)e 



ü'\ni 



(2u+f)£ 



,(2«+£)£ 



(17a) 



wobei 



2-1 



e 3 , e*- 



1 



ist. Ferner ergiebt sich 



(17b) 



Vl (-u) = -cp 2 (u) 
<p 2 (-u) = -f\(u) 

Vermöge der Gleichungen (17a) erkennt man, dass 

(ti) = biMl!±MMl!±l^Ml 3 

<pi(u) (p 2 (u) cps(u) 

eine doppeltperiodische Funktion mit den Perioden Q und -^Q' ist. Dieselbe 
kann nur unendlich werden, wenn eine der Funktionen <fi(u) verschwindet. 
Es ist aber 



(pi(u) =0 


für 


u = 


2fl 
3 ' 


2ü , n' 

3^3' 


2ß 
3 


3 


cp 2 (u) =0 




u = 


2Ü 

3 '" 


2Q , ß' 
3 + 3 ' 


2Q 
3 


3 


cp 2 (u) =0 




u = 


o, 


3 ' 


ß' 
3 





und für die um ganzzahlige Vielfache von f2, Q' verschiedenen Werte von 



Q' 



u. Von diesen Werten fallen aber in das Parallelogramm ß, ^4- nur u = 0, 
also kann %(«) nur für diese Werte unendlich werden. Es ist 



aber 



3 ' 



2ß 
"3"' 



¥>l(0) = -¥> 2 (0), V3(0) = 0, 
wie aus den Gleichungen (17b) folgt, also verschwindet für w = auch der 
Zähler von xi u ) un d da der Nenner nur einfach null wird, so wird x(0) nicht 
unendlich gross sein. Es ist auch 



V2 



3 

2ß 
3 



o, 

0. 



Vi 



V2(^ 



- , ß 
"V3l T 



,„ f 2 ß 
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d. h. x( u ) wird auch für u = -3- und u = -g- mc/ii unendlich und muss daher 
eine Konstante C sein. 

Diese ist von Null verschieden, denn setzt man u = y, so wird, wenn man 
beachtet, dass 



ist, 



*ä(? 



PI 



2^ # 



. .flVjffl 



. , n 

. , Ü 

V2 \2 



-, 2 



P2 



m 






(18a) 



also eine endliche ganz bestimmte Grösse. 
Es besteht somit für alle u die Identität 

o o o 

[<pi(u)] +[(P2(u)] +[(ps(u)] - api(u) ip 2 (u) ip 3 (u) 







d. h. die Gleichung 

xf + %2 + 2:3 — CX1X2X3 = 0, (18) 

wird durch die Werte von x\ : X2 '■ £3 aus (16) identisch erfüllt oder (18) 
ist die Gleichung der Kurve dritter Ordnung, deren Koordinaten in (16) als 
doppeltperiodische eindeutige Funktionen von u dargestellt sind. 

Die Argumente der <9i -Funktion sind so gewählt, dass für die reelle Kurve 
dritter Ordnung, für die Q reell, Q 1 entweder rein imaginär oder von der Form 
Tjß + O' ist wo Q' rein imaginär ist, reellen Werten von u reelle Punkte der 
Kurve entsprechen. Mit Rücksicht auf die Formeln IV (S. 56) folgt, dass im 
ersten Falle auch Werten von der Form m + y, wo m reell ist, reelle Punkte 
der Kurve zugehören. In diesen Fällen ist auch c reell. 

Die Kurve dritter Ordnung, deren Gleichungen die Form (15) haben, kann 
einen Doppelpunkt nicht besitzen. Denn hätte sie einen solchen und wären 

a\x\ + 02^2 + 03^3 = 
b\X\ + &2^2 + ^3^3 = 

irgend zwei durch denselben gehende Gerade, also 

a\x\ + 02^2 + 03x3 - A(&i#i + &2^2 + H x i) = (A) 

die Gleichung des Strahlenbüschels, der durch ihn geht, so würde jede Gerade 
desselben die Kurve nur in einem Punkte treffen, d. h. für jeden Wert von A 
ergiebt sich aus der Gleichung der Kurve 



f(xi,x 2 ,xs) 
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und der Gleichung (A) nur ein bestimmtes Wertepaar von I 1 und |^ und 
also aus (15) nur ein bestimmter Wert von u, da dieser den Punkten der 
Kurve eindeutig zugeordnet ist.*) Das heisst aber, die eindeutige doppelt- 
periodische Funktion 

__ anp{u) + a 2 ( l ) {u) + 03 
bifiu) + b 2 $(u) + 63 

nimmt jeden Wert A nur für einen Wert von u an, wäre also eine doppeltperi- 
odische Funktion erster Ordnung, die aber nach Satz 14, S. 66 nicht existiren 
kann, wenn sie sich nicht auf eine Konstante reduzirt. 

6. Es seien 

x = — = (p(u), y = — = <P(u) 
x 3 ' x 3 

die Gleichungen (15) der Kurve dritter Ordnung 

f(x,y) = 0, 

und 

F(x,y) = 

sei die Gleichung einer beliebigen Kurve n ter Ordnung, in der also wenigstens 
ein Glied n ter Dimension vorkommen muss. Die Funktion 

F(ip(u),$(u))= X (u) 

wird eine doppeltperiodische Funktion mit den Perioden f2, Q' wie <f(u) und 
<fr(u) sein, ihre Ordnung ist Sri, denn sie wird für u = 71, 72, 73 je von der n ten 
Ordnung unendlich, da ein Glied von der Form x y n ~ in F(x,y) auftreten 
muss. 

Es wird also x( u ) auch für 3n Werte von u : u\, u 2 ■ ■ ■ u 3n verschwinden, 
wenn wir voraussetzen, dass jeder Wert Uf-, für den nicht blos x{ u )i sondern 
auch 

dx (fx d h ~ l x 

du' du 2 ' du h ~ l 
verschwindet, als /i-facher Nullpunkt gezählt wird, da in ihm x( u ) h-vaal 
verschwindet. 



*) Da ^ und — doppeltperiodische Funktionen mit den Perioden AK = Q und 1K\ = 
Q' sind, so lassen sich s(u) und s'(u) rational durch — und — ausdrücken und durch die 
Werte von s(u) und s'(u) ist das Argument u bis auf ganzzahlige Vielfache von Perioden 
bestimmt. 
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Für jeden Wert u\, für den x( u l) = ist, ergeben sich nun 

xi =(p(u{), y\ =$(ui) 

als Koordinaten eines Punktes von / = 0, die auch der Gleichung 

F(x,y) = F(<p(u),$(u)) =0 

genügen, d. h. die auch auf der Kurve F(x, y) = liegen. Für jeden Wert u^, 
für den x{ u k) h-mal verschwindet, wird F(x,y) = die Kurve f(x,y) = in 
h aufeinander folgenden Punkten schneiden, der Punkt zählt also als soviel 
Schnittpunkte beider Kurven, als u^ in die Reihe u\, u<i . . . u% n eingeht. 

Da x( u ) für u = 71,72,73 nur je von der n ten Ordnung unendlich wird, 
so muss nach Satz 15, S. 68 

^1+^2+^3 + '"'+ u 3n — n 1 (mod. Ü, Ü 1 ) (A) 

sein. 

Es ist nun wichtig die Umkehr dieses Satzes zu beweisen, d. h.: Hat man 
3n beliebige Argumente u\,U2, ■ ■ ■ ,u^ n , welche der Gleichung (A) genügen, 
so liegen die ihnen entsprechenden Punkte der Kurve dritter Ordnung stets 
auf einer Kurve n ter Ordnung. Denn legt man durch die Sn — 1 Punkte, 
denen die Argumente u\, ui . . . W3 n -1 entsprechen, eine Kurve n ter Ordnung, 
was stets möglich ist, [da diese durch 2 n ( n + 3) Punkte bestimmt ist und 
^n{n + 3) > Sn — 1 ist, sobald n > 2 für n = 2 und n = 1 ist, aber 
7jn(n+3) = 3n — 1], so wird dieselbe die Kurve dritter Ordnung noch in einem 
einzigen Punkte schneiden, dessen Argument v! der Gleichung genügen muss 

u\ + U2 + • • • + u% n _i + v! = nj + kQ + kQ' (k, k' ganze Zahlen) 

und da zwischen u\ . . . u^ n _i ,u^ n die Kongruenz (A) besteht, so folgt aus 
derselben und der eben hingeschriebenen Gleichung 



Aß + x'n', 



u =M 3r 



wo A, A' irgend welche ganze Zahlen sind. Da aber ip(u) und <f (u) die Perioden 
Q und Q' besitzen, so ist der Punkt, dessen Argument v! ist, derselbe wie 
der, dem das Argument u% n zukömmt. 

Sollen also drei Punkte auf einer Geraden liegen, so ist die notwendige 
und hinreichende Bedingung dafür, dass die ihnen zukommenden Argumente 
der Bedingung genügen 

u\ + U2 + M3 = 7 (mod. ß, Q). 
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Soll also eine Gerade die Kurve dritter Ordnung in drei zusammenfallenden 
Punkten schneiden, so wird das Argument dieses Punktes gegeben sein durch 
die Gleichung 

3u = 7 + vQ 

wo z/, v' irgend welche ganze Zahlen sind. 
Also folgt 

1 vÜ 

:1 + 






/ß' 



ii 



3 ' 3 

Da man u um ganze Vielfache von Perioden vermehren oder vermindern 
kann, ohne einen anderen Punkt der Kurve dritter Ordnung zu erhalten, so 
hat man v und v' nur die Werte 0, 1, 2 beizulegen und erhält im Ganzen 
neun Werte von u, denen also neun Wendepunkte der Kurve dritter Ordnung 
entsprechen. 

Ist die Gleichung der Kurve in der Formel (16) angenommen, dann ist 
7 = 0, also die Argumente der Wendepunkte sind in der Form 



u 



fifi + n'n' 



enthalten, d. h. u = ist ein Wendepunkt. 

Die neun Wendepunkte liegen dann auf den drei Seiten des Fundamen- 
taldreieckes und zwar auf 



x\ = die Wendepunkte mit den Argumenten 
x 2 = 
^ = 



2Q 
3 ' 


3 ' 


2ß+2ß' 
3 


n 

3 ' 


n+n' 

3 ' 


Ü+2Ü' 
3 


o, 


3 ' 


2J7' 
3 



Für diese Darstellungsform wird die Bedingung (A) die Form haben 

u\ + U2 + ■ ■ ■ + us n = (mod. ß, Q ). (A) 

Man kann nun leicht einsehen, dass jede Gerade, welche durch zwei Wen- 
depunkte geht, noch einen dritten enthält, dass es also j • ^ = 12 solcher 
Geraden giebt und dass zu jeder Geraden, die drei Wendepunkte trägt, sich 
noch 2 andere zuordnen, die die 6 übrigen Wendepunkte tragen, so dass wir 
4 Dreiecke haben, deren Seiten je alle 9 Wendepunkte tragen. Das Funda- 
mentaldreieck, auf das die Kurve durch die Gleichung (18) bezogen ist, ist 
ein solches Wendepunktsdreieck. 
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7. Nimmt man die Darstellung (13) oder (12), von der wir wissen, in welcher 
Beziehung sie zur reellen Kurve dritter Ordnung steht, so ist 

-/ = 7K-ii = -(ii + K), 

also die Argumente der Wendepunkte sind 

u + K uAK + v'2Ki 

u = 1 

3 3 

oder 



ß+K 
3 ' 


ß+K , AK ß+K , 8K ~\ 
3 ' 3 ' 3+3 


ß+K , 2Ki 
3 ' 3 ' 


ß+K , 2Ki , 4ÜT ß+K , 2üfi , 8Ä" 
3 ' 3 ' 3 ' 3 '3+3 


ß+K , 4fiTi 
3 ' 3 ' 


ß+K AK X . AK ß+K AKi . 8ÜT 
3 ' 3 ' 3 ' 3 ' 3 "^ 3 J 



(S) 



und für drei Punkte, die auf einer Geraden liegen, muss 

u\ + U2 + W3 = 1K — fi = — (yu + K) 

sein. 

Ist also 

I. Die Kurve zweitheilig und \x reell, dann sind die Wendepunkte 
mit den Argumenten 



ß+K 
3 • 



ß+K 
3 



AK 
3 • 



ß+K 
3 



%K 
3 



reell, alle übrigen sind imaginär und zwar zu Folge der Bemerkung 
auf S. 236 sind die Wendepunkte mit den Argumenten 



ß+K ,-2K' 



+ i- 



3 ' 



ß+K 
3 



AK 
~3~ 



■2K' 
~3~> 



ß+K 
3 



8K , -2K 1 

3 "+" ' 3 



konjugirt imaginär zu den Wendepunkten 



ß+K 
3 



•2^ 

* 3 ' 

ß+K 

3 



3 

8K 
3 



,AK 
h 3 

;2K' 



,;2K' 



und liegen daher mit je dem darüberstehenden auf einer reellen 
Geraden, die durch einen der reellen Wendepunkte geht. Diese 
drei Geraden bilden das einzige reelle Wendepunktsdreieck. 
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Ist aber \x — iK' reell, dann werden die Wendepunkte, deren Ar- 
gumente in der dritten Zeile von (S) stehen, reell, denn diese kann 
man schreiben: 

I , AK 
+ "3"' 



H+K- 
3 


iK' 


+ 


iK', - 


ß+K- 
3 


-iK' 


■ + 


iK 






— 


H+K- 
3 


-iK' , 


iK' 


+ 


8K 
"3" 



Die Wendepunkte, deren Argumente in der ersten und zweiten 
Zeile von (S) stehen, werden wieder konjugirt imaginär, da man 
die der ersten Zeile schreiben kann 



ß+K- 
3 


iK' 


l 3 , 


ß+K- 
3 


-iK' 


i^- 

1 3 


+ 


AK 
3 ' 






ß+K- 
3 


iK' 

i 


4 + 


%K 
3 






zweite 


n Zeile die Form haben 








ß+K- 
3 


iK' 


+ <£.- 


ß+K- 
3 


-iK' 


4 


+ 


AK 
3 ' 






ß+K- 
3 


■iK' 

i 


■4 + 


8^ 
3 







Diese liegen wieder mit dem dritten reellen, dessen Argument in 
derselben Kolonne in S steht, auf einer reellen Geraden. Diese 
drei Geraden bilden das einzige reelle Wendepunktsdreieck. 

Die drei reellen Wendepunkte liegen auf einer Geraden, deren 
zugehöriges Wendepunktsdreieck imaginär ist, indem nur noch 
die gegenüberliegende Ecke reell ist, da man leicht erkennt, dass 
die imaginären Seiten desselben konjugirt sind, denn zu jedem 
Wendepunkte der einen imaginären Geraden liegt der konjugirte 
auf der anderen. 

II. Ist die Kurve eintheilig, AK reell, 2K\ = 2K + iK' und K' auch 
reell, dann ist ji reell und die Wendepunkte, deren Argumente 

ß+K ß+K AK ß+K 8K 
3 ' 3^3' 3^3 

sind, sind die einzigen reellen. Die anderen sind konjugirt imaginär 
und zwar sind die mit den Argumenten: 

ß+K | AK i -IK' ß+K | 8K i -IK' ß+K , 12K , -2K' 
3 + 3 + ' 3 ' 3 + 3 + ' 3 ' 3 + 3 + ' 3 

konjugirt denen, deren Argumente in der letzten Zeile stehen, die 
die Form annehmen (wenn man 2K\ subtrahirt) 



ß+K AK 
3+3 


;2K' 


ß+K 


AK 


j2K' 


H+K 


■IK' 


l 3 , 


3 


3 


l 3 , 


3 


1 3 
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Je zwei, deren Argumente hier untereinander stehen, liegen also 
mit einem der reellen Wendepunkte auf einer reellen Geraden und 
diese drei Geraden bilden das einzige reelle Wendepunktsdreieck. 

Die Gerade, welche die drei reellen Wendepunkte trägt, gehört 
zu einem imaginären Wendepunktsdreieck, von dem noch die ge- 
genüberliegende Ecke reell ist. 

Es sind also von den neun Wendepunkten einer reellen Kurve dritter Ord- 
nung stets drei und nur drei reell und von den vier Wendepunktsdreiecken ist 
eines stets ganz reell, dessen Seiten jede durch einen der reellen Wendepunkte 
gehen. 

8. Setzt man zwischen den Argumenten u und v die Beziehung fest 

U = ztf + C 

wo c eine beliebige Grösse ist, so wird jedem Punkte der Kurve dritter Ord- 
nung ein anderer in ganz bestimmter und eindeutiger Weise zugeordnet. Die 
Beziehung ist auch eindeutig umkehrbar. Soll umgekehrt zwischen den Punk- 
ten einer Kurve dritter Ordnung eine ein-eindeutige Beziehung bestehen, so 
muss zwischen den Parametern derselben die Relation u = ±v + c statt- 
haben. Denn wäre u = av + c, so würden dem Punkte, dessen Argument 
v + \iQ + n' Q' ist, alle Punkte, deren Argumente u = av + a{ßQ + tf Q 1 ) + c 
entsprechen; sollen alle nur ein bestimmter Punkt sein, so muss a eine ganze 
Zahl sein. Dann folgt aber, dass dem Punkte, dessen Argument u ist, al- 
le Punkte, deren Argumente —{u + vQ + v' Q' — c) = v sind, entsprechen, 

d. h. die Punkte mit den Argumente n — {u — c) + - — ^ — und diese sind a 
verschiedene Punkte, wenn v, v' alle ganzen Zahlen durchlaufen. Sollen also 
auch diese nur einen Punkt geben, so muss a = 1, d. h. a = ±1 sein. 

Diese eindeutige Transformation der Curve dritter Ordnung in sich ist 
keine lineare bei beliebigem c. Denn sind v\,V2,v% die Argumente dreier be- 
liebiger Punkte der Kurve dritter Ordnung, welche auf einer Geraden liegen, 
für die also 

v i + t>2 + V2 = 7 

ist, so wird für die entsprechenden Punkte u\, u<i, U3 die Kongruenz bestehen 

^1+^2+^3 = ±7 + Sc, 

d. h. die Punkte liegen bei beliebigem c nicht auf einer Geraden. Setzt man 
aber für die Transformation 

/xß + n'ü' 
b---u = v + c, c= , 
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für 

2 7 ßü + ß'n' 
T---«=-u + c, c= y + 3 > 

dann wird für beide 

■ui + -U2 + M 3 = 7 
folgen aus 

V\ + «2 + V 3 = 7 

d. h. drei Punkten, die in einer Geraden liegen, werden drei Punkte entspre- 
chen, die wieder in einer Geraden liegen, die Transformation ist also dann 
in der Ebene der Kurve eine lineare (eine Kollineation), welche die Kurve 
ungeändert lässt. Da //, // in beiden Formeln nur Werte 0, 1, 2 anzuneh- 
men brauchen, um alle Werte c, die zulässig sind, zu erschöpfen, so haben 
wir 18 Kollineationen der Ebene, welche die Kurve dritter Ordnung in sich 
überführen (die Identität S ■ ■ ■ c = mit gezählt). Andere giebt es nicht, wie 
man leicht ersieht. 

Da die Argumente der Wendepunkte w v ^ Vl durch die Kongruenz 



1 vQ + v'Q 



fnf 



w. 



7+ / (i/,i/ = 0,1, 2) 



A 



>v, Vl - 3 , . 3 

gegeben sind, so wird die Transformation 

liQ + ix 1 Q 1 
u = v+ 

den Wendepunkt v = w v v t in den Wendepunkt 

_ 1 XQ + X'Q' , , 

W X,X> = g7 + ^ (A = fi + v, X = fi 

transformiren und die Transformation 

27 ixQ + a'Q' 

u = — v -\ 1 

3 3 

den Wendepunkt v = w vv t in den Wendepunkt 

_ 1 qQ + q'Q' , , , 

w q,q' = 3 7 + § [Q = ß-v, Q = ß -v) 

überführen, d. h. diese Transformationen verwandeln das System der neun 
Wendepunkte in sich selbst, wie es ja von vorn herein klar ist, dass durch 
Kollineation ein Wendepunkt nur in einen Wendepunkt übergeführt werden 
kann. 
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Da aus 

T ■■■u = -v + c 

die Relation 

-u + i> + (7 — c) = 7 

folgt, so liegen die entsprechenden Punkte der Kurve dritter Ordnung mit 
dem Punkte, dessen Argument y — c ist, auf einer Geraden, und die Transfor- 
mation T ist die, welche durch ein Strahlenbüschel, dessen Scheitel auf der 
Kurve liegt, bewirkt wird. 

Wendet man zwei Transformationen T hintereinander an: 

T\ ■ ■ ■ u = — v + c\ 
T2 ■ ■ ■ v = — w + C2 

so wird das Resultat einer Transformation S: 

u = w + (ci — C2) 

Führt man also eine gerade Anzahl von Transformationen T hinterein- 
ander auf einen Punkt aus, so gelangt man stets zu einer Transformation 
S. 

Eine Transformation S mit einer T kombinirt giebt eine Transformation 
T; denn ist für 

T\ ■ ■ ■ u = — v + c\ 

und für 

S\ • • • v = w + C2 , 

so wird das Resultat der beiden Transformationen 

u = —w + (ci — C2) 

eine Transformation T sein. Daher giebt eine ungerade Anzahl von Trans- 
formationen T hintereinander ausgeführt wieder eine Transformation T. Die 
Transformation S wiederholt angewendet giebt nur Transformationen von 
derselben Art S. 

Für jede Transformation T giebt es vier Punkte der Kurve dritter Ord- 
nung, welche mit ihren entsprechenden zusammenfallen, denn soll u = v sein, 
so wird 

2u + (7 — c) = 7 

sein müssen und also 

c uQ + v'Q' 

u = — | , 

2 2 
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d. h. u hat die vier Werte 



2°' 2° 2'2 Li "2'2 c_r 2 



zufolge der Kongruenz 



2u + (7 — c) = 7 

ersieht man aber, dass diese vier Punkte Tangenten besitzen, welche durch 
den Punkt, dessen Argument (7 — c) ist, hindurch gehen und da von einem 
beliebigen Punkte der Kurve an dieselbe nur vier Tangenten gehen*) , so sind 
die vier zusammenfallenden Punkte der Transformation T diejenigen, in wel- 
chen die Geraden des Büschels, welcher die Transformation T hervorbringt, 
die Kurve berühren. 

In S können zwei entsprechende Elemente nicht zusammenfallen, da aus 
u = v auch c = folgen würde, also S die Identität wäre. Die Verbindungs- 
geraden entsprechender Punkte hüllen im Allgemeinen eine Kurve 6. Klasse 
ein, die 3. Klasse wird, wenn c eine halbe Periode ist. [Vergl. Harnack, Math. 
Ann. Bd. IX, S. 96.] 

Man erkennt nun leicht, dass die neun Kollineationen 

2 uÜ + u'n' 

u=-v+- 1+ 

involutorische Centralkollineationen mit einem Wendepunkte als Kollineati- 
onscentrum sind, deren Kollineationsaxe die harmonische Polare des Wen- 
depunktes ist, d. h. die Gerade, welche die Berührungspunkte der drei vom 
Wendepunkte noch an die Kurve gehenden Tangenten enthält. Diese Gerade 
muss daher jeden Strahl durch den zugehörigen Wendepunkt so schneiden, 
dass der Schnittpunkt den Wendepunkt harmonisch trennt von den zwei an- 
dern Schnittpunkten des Strahles mit der Kurve. 

Kombinirt man irgend zwei dieser centralen Kollineationen, so erhält man 
eine Kollineation S, für die 

liQ + ix 1 Q 1 

u = v -\ 



*) Denn soll die Tangente eines Punktes u durch den Punkt v gehen, so muss 2u + v = 7 
sein, d. h. u kann nur die vier Werte 

-|(«-7), -\{v-i) + %, -\{v-i) + %, -\{v-i) + ^f 

haben. Vergl. des weitern: Harnack, Mathematische Annalen, Bd. IX, S. 1. Ist der Punkt 

v ein Wendepunkt, also 

,1 — I/v _i_ vn + v' fi' 
v 3 /t 3 , 

so überzeugt man sich leicht, dass einer der vier Punkte mit ihm zusammenfällt, und dass 
die drei übrigen dann auf einer Geraden liegen. 
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ist, also im Ganzen die acht Kollineationen der zweiten Art, wenn man die 
Identität weglässt. 

9. Die Gleichung (1) S. 230 der Kurve dritter Ordnung ohne Doppelpunkt 
enthält neun willkürliche Konstanten. In den Gleichungen (15) S. 239 muss 
die gleiche Anzahl auftreten, hier erscheinen sie aber in ausserwesentliche 
(dem Koordinatensystem anhaftende) und wesentliche getrennt. 

In erster Reihe treten die zwei Konstanten A\ : A2 : ^3 und sieben 
willkürliche Grössen a\, ßi, 7^, auf, da zwischen den letzteren die zwei Glei- 
chungen (15a) stattfinden. Führt man aber in (15) u + c statt u ein, so kann 
man einer von den eben erwähnten neun Konstanten einen beliebigen Wert 
beilegen, ohne die Form der rationalen Gleichung der Kurve zu alteriren. 
Wir haben also acht willkürliche Konstanten, welche auf die Gestalt der ra- 
tionalen Gleichung der Kurve Einfluss haben, und mit Hilfe deren wir acht 
Konstanten der letzteren willkürliche Werte (innerhalb gewisser Grenzen) 
beilegen können. Diese acht Grössen haften dem jeweilig gewählten Koordi- 
natensystem an, und ändern sich mit der Wahl dieses. Die a^, ßi, 7^, sind 
geradezu die Werte des Parameters u + c für die Schnittpunkte der Kurve mit 
dem Fundamentaldreiecke und die A^ bestimmen den Einheitspunkt des Ko- 
ordinatensystems. Geht man nun von einem Fundamentaldreiecke zu einem 
anderen über, so hat man durch die lineare Transformation der Koordinaten 
acht Konstanten zur Verfügung, die also im Allgemeinen hinreichen, um den 
obigen acht Konstanten Aj, cxj, ßi, 7j vorgegebene Werte zu ertheilen. 

Als neunte wesentliche Konstante für die Kurve tritt die Grösse jy auf, 
von welcher die (9i -Funktion allein abhängt, und die durch die linearen Trans- 
formationen der xi, X2, £3 ungeändert bleibt. 

Man kann daher den Aj, a^, ßi, "a die Werte geben, die sie in den Glei- 
chungen (16) haben, und weiss dann, dass die Gleichungen (15) in diese 
durch lineare Transformation der Koordinaten übergehen. Das Fundamen- 
taldreieck für die Gleichungen (16) ist ein Wendepunktsdreieck und da es 
deren vier giebt, so kann man die Gleichungen einer Kurve 3. Ordnung ohne 
Doppelpunkt auf vier verschiedene Arten auf die Form (16) bringen. Wie 
man sich leicht überzeugt, wird die Form der rationalen Gleichung stets (18) 
sein. Da es aber nur ein vollständig reelles Wendepunktsdreieck giebt (das 
in (16) zu Grunde gelegt wurde), so kann man nur auf eine ganz bestimmte 
Art die Gleichung einer reellen Kurve 3. Ordnung ohne Doppelpunkt durch 
eine reelle Koordinatentransformation auf die Form (18) bringen, in welcher 
dann c sowohl als das Koordinatendreieck x\ =0, %2 = 0,3:3 = reell ist. 

Die einzige auftretende Konstante c kann durch lineare Transformation 
nicht beliebige Werte für eine gegebene Kurve annehmen, sie ist die einzige 
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wesentliche Konstante der Kurve, ihr Zusammenhang mit jy, der früher als 
solche erkannten, ist durch (18a) gegeben. 

Die Gleichung (18) hat die Eigenschaft, dass sie bei allen Kollineationen, 
welche die Kurve 3. Ordnung in sich verwandeln, ungeändert bleibt. 



II. Kurven n ter Ordnung mit \n(n — 3) Doppelpunkten. 

10. Hat eine Kurve n ter Ordnung 

F(xi,X2,xs) = (1) 

2'n(n — 3) = d Doppelpunkte, so kann man durch diese und n — 3 feste Punkte 
derselben Kurven [n — 2) ter Ordnung legen, von denen noch 

\(n - l)(n + 2) - \n{n - 3) - (n - 3) = 2 

Punkte beliebig sind, und von denen jede auch durch Annahme von zwei 
Punkten im Allgemeinen bestimmt ist. Sind daher 

ipi(xi,x 2 ,X3) =0 
(P2(,X1,X2,X2,) =0 
<P3(xi,X2,X S ) =0 

die Gleichungen von drei beliebigen Kurven [n — 2) ter Ordnung, welche durch 
die d Doppelpunkte und die (n — 3) festen Punkte gehen, und die keinem 
Büschel von Kurven (n — 2) ter Ordnung angehören, d. h. zwischen denen bei 
konstanten Ai ,A2, A3 die Identität 

\lVl(x 1 ,X2,X3) + X2 l f2(xi,X2,xs) + X^^(xi,x 2 ,x^) = 

nicht bestehen kann, so ist es möglich, die Gleichung einer jeden Kurve (n — 
2) ter Ordnung, welche durch die d Doppelpunkte und die (n— 3) festen Punkte 
geht, 

(p{xi,X2,xs) = 
in der Form 

<p(xi,X2,Xs) = AiV?i(xi,X2,X 3 ) +\2<P2(xi,X2,X3,) + A 3 ^ 3 (xi, x 2 , x 3 ) = 

(2) 
darzustellen, und umgekehrt wird jede Kurve der (n — 2) ten Ordnung, deren 
Gleichung von der Form (2) ist, durch die d Doppelpunkte und (n — 3) festen 
Punkte gehen. 
Setzt man nun 

tä2 = <P2(xi,X2,X3) (3) 

und lässt zwischen den Koordinaten x die Gleichung 

F(xi,x 2 ,xs) = (1) 
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bestehen, so wird jedem Punkte, dessen Koordinaten x\ , X2, ^3 die Gleichung 
(1) befriedigen, ein bestimmter Punkt, dessen Koordinaten ^1,^2» £3 sind, 
entsprechen. Durchläuft also der Punkt x die Kurve F = 0, so wird der 
Punkt £ eine gewisse Kurve 

/(£i,£2,£3) = o (4) 

durchlaufen. Eliminirt man #i , £2 , ^3 , A* aus den Gleichungen (3) und (1), so 
erhält man eine Gleichung 

die den rationalen Faktor /(£i,£2>£3) enthält, der gleich Null gesetzt, eben 
die Gleichung der Kurve giebt. Diese Kurve ist von dritter Ordnung. 
Denn ist 

Alfl + A 2 & + A3& = 

die Gleichung einer beliebigen Geraden der Ebene, in welcher die Kurve / = 
liegt, so entspricht dieser in der Ebene der Kurve F = eine Kurve [n — 2) ter 
Ordnung vermöge (3), deren Gleichung 

\lipi(xi, X 2 , X3) + X2<P2(xi,X2,X3) + \3<P3(xi,X2,x S ) = 

ist, und diese schneidet ausser in den Doppelpunkten und den festen Punkten 
die Kurve F = nur in 

n(n - 2) - 2d - (n - 3) = 3 

Punkten, die mit Ai, A2, A3 variiren, die sich also von Kurve zu Kurve ändern. 
Diesen drei Punkten von F = entsprechen aber drei Punkte von / = 0, die 
auf der beliebig angenommenen Geraden liegen. 

Die Gleichungen (3) transformiren also in rationaler eindeutiger Weise 
die Kurve n ter Ordnung F = in die Kurve 3. Ordnung / = 0, so dass jedem 
Punkte von F = ein bestimmter Punkt von / = entspricht.*) Lässt 



*) Es könnte ein Zweifel für die festen Punkte und die Doppelpunkte entstehen, da für 
diese alle ip verschwinden, aber auch diesen entsprechen bestimmte Werte des Verhältnisses 
61 : £2 '■ £.3- Denn setzt man 

> 61 62 Xl 2/2 

? = ~r, n= T, x= — , y= — 

43 43 x 3 2/3 

so werden die Formeln (2) auch in der Form 

ipi(x,y,l) <p 2 (x,y,l) 

f = — 7 TT' T 



<P2{x,y,l) '' tp 3 (x,y,l) 
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man den Punkt x die Kurve F = durchlaufen, so wird £ die Kurve / = 
durchlaufen, und wenn man auf dem einen oder anderen Zuge, der F = 0, in 
einen Doppelpunkt gelangt, wird man zu verschiedenen Punkten der Kurve 
/ = kommen. 

Da nun durch einen Punkt £ der / = ein Büschel von Geraden bestimmt 
ist, dem in der Ebene von F = ein Büschel von Kurven [n — 2) ter Ordnung 
entspricht, die sich nur in einem auf F = gelegenen Punkte schneiden, 
während die anderen Schnittpunkte ausserhalb F = fallen, so werden auch 
die Punkte von F = den Punkten von / = eindeutig entsprechen oder 
die Gleichungen (3) sind mit Rücksicht auf die Gleichung (1) rational nach 



geschrieben werden können. Es sei nun für einen der festen Punkte x = X\, y = y\ für die 
also 

<pi{xi,yi, 1) = 0, (p 2 (xi,yi, 1) = 0, tp 3 (xi,yi, 1) = 

ist, dann ist aber 



wo 



>i(a;,3/,l)" 




" gyi _i_ dipi dy 
dx dy dx 


.¥>3(a?,3/,l)_ 


\y=yi ) 


df 3 _i_ dip 3 dy 
_ dx dy dx 


~(p 2 (x,y,l)~ 




" dip 2 _i_ dip 2 dy 
dx dy dx 


.<P3{x,V,l)_ 


\y=y\ / 


dj£3 _i_ d(p 3 dy 
. öa: öy da: 




J„ <9F(z,y,l) 
"y da; 


r/^ öF(a 


,J/,1) 






(•=•1) 



ist, vollständig bestimmt, wenn (xi,j/i) kein Doppelpunkt ist. Ist aber letzteres der Fall, 
dann wird -^- die Form S annehmen und man hat dann für -^- die beiden Werte zu setzen, 
die sich ergeben, wenn man sich dem Doppelpunkte auf dem einen oder andern Zuge, d. h. 
in der Richtung der Doppelpunktstangenten nähert, wodurch für die beiden Richtungen 
sich zwei verschiedene Werte von £, r], also zwei verschiedene Punkte der Kurve / = 
ergeben. 
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den x auflösbar, d. h. es folgt aus denselben*) 

vx\ =^l(fl,f2,&) 

^2=^2(^1,^2,^3) (5) 

vxz =^3(^1,^2,^3) 



*) Der Beweis lässt sich etwa so führen: Sei F(x, y, 1) = die Gleichung der Kurve, in 
der wir x und y bis zur n tcn Potenz aufsteigend annehmen und es sei 

^i(x,j/,l) ^ 2 (a;,j/,l) 

? = ? TT' *7 



V3(a;,3/, 1) ' ¥>3{x,y, 1)' 

Wir nehmen nun einen Wert Xi derartig beschaffen, dass die Gerade x = X\ die Kurve 
F = in n von einander verschiedenen Punkten schneidet, für die y die Werte j/i, 2/2, . . . , y n 
besitzt, die alle von einander verschieden sind und Wurzeln der Gleichung F(x\, y, 1) = 
sind. Bilden wir nun 

[<Pi{xi,yiA) ~ €<P3{zi,yiA)]x 

x [ip 1 (x 1 ,y 2 , 1) - ^3 (»1,2/2, 1)] • • • x 

x [<pi(xi,j/„,l) -£<£ 3 (xi,2/„,l)] = Gi(xi,£) 

[<P2(Xl, 2/1, 1) - W3(«l, yi, 1)] x 

X [¥>2 (»1,2/2,1) - W3 (»1,2/2,1)] ••• X 

X [<£> 2 (xi,2/n, 1) - W3(»l,2/n, 1)] = G 2 (xi,rj), 

so sind Gi und G 2 rationale Funktionen von xi, und £ resp. 77, da sie beide symmetrische 
Funktionen von 2/1, 2/2, • • • , 2/n sind, welche durch die Koeffizienten von y in der Gleichung 
_F(xi, y, 1) = ersetzt werden können. 

Giebt man nun dem £ und r\ solche Werte, dass z. B. 

<pi(xi,yk,l) -£^3(xi,2/fc,l) = 
^2(xi,2/fc,l) -r?^3(xi,2/fe,l) = 

ist, d. h. dass je eine Kurve der Büschel 

V>i(x,y,l) -£</? 3 (x,2/,l) = 

¥>2(»,2/,l) - Wz{x,y,l) = 

durch den Punkt mit den Koordinaten (xi,2//j) geht, so wird jede dieser Kurven i* 1 = 
noch in zwei anderen Punkten schneiden, die aber nicht auf der Geraden x = Xi liegen 
werden, d. h. die Gleichungen 

Gi(ari,0=O 

G 2 (x 1 ,r,)=0 

haben für die betrachteten Werte £ und r\ nur die eine Wurzel x\ gemeinschaftlich, die 
auch der Gleichung F(x\,y, 1) = genügt. Daher kann man 

Xi = R{£,ri) 

setzen, wo R eine rationale Funktion von £,?? und den Koeffizienten von G\, G 2 also auch 
den Koeffizienten von ipi, (p 2 , <fi3 und F ist. Ebenso folgt aber 

2/1 =Ri(€,rj) 
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Die Kurve /(£i,£2>£3) = kann keinen Doppelpunkt besitzen, ohne dass 
F(xi,X2,x%) = auch noch einen Doppelpunkt hätte. Denn würde / = 
einen Doppelpunkt haben, dann könnte man die Koordinaten der Funkte 
derselben rational durch einen Parameter ausdrücken, d. h. man könnte 



A*& = r 2 (t) 
A*& = r 2,{t) 



setzen, dann würde aus (5) 



vx\ = R\(t) 
v%2 = B,2{t) 
VX2, = Rs(t) 

folgen, d. h. die Koordinaten der Kurve n ter Ordnung würden auch als ra- 
tionale Funktionen eines Parameters ausdrückbar sein und F = müsste 
2n(n — 3) + 1 Doppelpunkte besitzen. [Vgl. Anmerkung S. 229.] 

11. Hat nun / = keinen Doppelpunkt, dann kann man die Koordina- 
ten der Punkte als eindeutige doppeltperiodische Funktion dritter Ordnung 
darstellen und man kann 



<t£i = 


= Öi(«- 


- ai)0i(u - 


-a 2 )0 1 (u-a 3 )e 2l ' : n 7Ti 


=0l(«) 


o& = 


= Öi(«- 


-ßl)Ol(u- 


- Ä)öi(« - /%)c 2 "Ä« 


= <fo(u) 


c^3 = 


= Öi(«- 


-7l)öi(«- 


-7 2 )6>i(w-7 3 ) 


= h( u ) 


setzen, wobei 




^71 : 

Sß 1 : 


= 

= i/ ß — z/ß 

= j/ß - /xß' 





und da diese Gleichungen für alle Werte (xi,yi) gelten, für die F(x,y, 1) = befriedigt 
wird, bis auf die speziellen, für welche mehrere Wurzeln y (oder x) von F(x, y, 1) = 
einander gleich werden, dieses aber nur eine endliche Anzahl von Werten ausschliesst, so 
gilt allgemein 

x = R{€,rj), y = Ri{€,v) 
und wenn man die beiden rationalen Funktionen auf gleiche Nenner bringt, so kann man 



v 



setzen, was die Gleichung (2) giebt. 
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(vgl. Anmerkung S. 239) angenommen werden kann, so dass 

<Pl(u) <P2(u) <fM 

[Oi(u)f [Ö^)] 3 ' [Ö^)] 3 

doppeltperiodische Funktionen dritter Ordnung sind, die nur für u = un- 
endlich von der dritten Ordnung werden. Dann liefern die Gleichungen (5) 

UX1 -^ V^iHf [e l(u )] 3 ' [e l(u) ]V ~ Wl{u) 

„,., -,/;i f yi(M) ^f) y3(") ^ -ü,,/./) 

1/3:3 -^V[ei(«)] 3 '[ei(«)] 3 '[ei(«)]V~ 3( } ' 

wo ^(-u) eindeutige doppeltperiodische Funktionen sind, die nur für u = 
unendlich werden. Ihre Ordnung kann, wenn man gemeinschaftlich in allen 
drei auftretende Faktoren in v eingehen lässt, n nicht übersteigen. 
Denn es ist für alle Werte von u 

F(#i(«),!^W,#3(«)) =0, 

also sind für jedes u die Werte vx^ = ^(w) Koordinaten eines bestimmten 
Punktes von F = 0, und umgekehrt entspricht jedem Punkte von F = ein 
ganz bestimmter Wert von u, denn zufolge (3) entspricht diesem Punkte ein 
bestimmter Punkt von / = und diesem, wie wir wissen, ein bestimmter 
Wert von u. (Vgl. S. 244. Note 1.) 

Würde nun $i(w) eine doppeltperiodische Funktion n /ter Ordnung sein, 
so müsste sie auch für n' Werte ui,u 2 ■ ■ ■ u n i verschwinden, d. h. die Gerade 
x\ = würde die Kurve F = in n' Punkten schneiden und da F von n ter 
Ordnung ist, so muss n' ^ n sein. 

Nun können aber nicht alle drei Funktionen &i(u) von niedrigerer als der 
n ten Ordnung sein, denn dann würde jede Gerade, deren Gleichung 

a\X\ + 02^2 + 03^3 = 

ist, die Kurve in weniger als n Punkten treffen, also könnte die Kurve nicht 
von n ter Ordnung sein. 
Man kann daher 



(6) 



QX\ ■ 


= A 1 1 (u- 


- ai)&i(u - 


- a 2 ) . 


..öl(«- 


- an)e 2l/ Ä« 


= <2>l(u) 


gx 2 ■■ 


= A 2 1 (u- 


-6i)Öi(«- 


- h) ■ ■ 


.Öi(«- 


- 6 n )e 2 ^™ 


= #2(«) 


QXS ■ 


= A 3 1 (u- 


- c\)Oi{u- 


- C2) ■ • 


.Öi(«- 


- c n )e 2 ^- 


= #3(«) 
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setzen, wenn man den bei allen drei Funktionen Ü/{u) auftretenden Nenner 
[6>i (-u)] n in q aufgehen lässt. Hiebei ist 



2_\ &i =v' Q, - 


-vQ', 


i=\ 




n 




Yl b * = v* n - 


- \ifl , 


i=\ 




n 




Y c i = A ' ß ~ 


-Aß'. 


i=\ 




d>i(«) # 2 («) 


<2> 3 («) 



(6a) 



Es sind dann 

,h. I ,,\ ,h-. I ,,\ ,h . I ,, \ 

[öi(«)]"' [öi(ti)]»' [©!(«)]» (6b) 

die doppeltperiodischen Funktionen n ter Ordnung, von denen wir eben spra- 
chen. 

Einem Doppelpunkte von F = entsprechen, wie wir sahen, zwei Punkte 
von / = 0, also auch zwei verschiedene Werte von u; wir wollen diese Werte 
mit 

otißi, & 2 ß2 ■ ■ -^äßd 

bezeichnen. Da nun für einen Doppelpunkt die Koordinatenverhältnisse die- 
selben sein müssen, so müssen die Relationen statthaben 

#l(a») =<r&l(ßi) 

$ 2 (ai) = a$ 2 (ßi) i = l,2,3... \n{n - 3). 

$z{pti) = <r$3(ßi) 

Durch die 2^(^ — 3) Doppelpunkte ist nun gerade eine Kurve der [n — 3) ten 
Ordnung bestimmt, deren Gleichung 

C(xi,X2,xs) = 

sei. Diese schneidet die F = ausser in den Doppelpunkten nicht mehr, 
daher wird die doppeltperiodische Funktion n{n — 3) ter Ordnung 

c ( \ = r( ® l(yU) ^^ ^( u ) 
11 ] \\e x {u)r [öi(ti)]»' [öi(«)]' 

die nur für u = von der n{n — 3) ten Ordnung unendlich wird, für die n{n — 3) 
Werte 

u = oh, ßi, i = l,2,... 2 n ( n — 3), 
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verschwinden, oder es ist 

Ci(u) = 

- ai)0\{u — ßi)0\{u 

[ öl ( M )]n(n-3) 



A e i( u ~ ui)®i(u - ß\)Gi(u - a 2 )Oi(u - ß 2 ) ■ ■ ■ Oju - a d )Oi(u - ß d ) 2c u_ ni 



(7) 
die doppeltperiodische Funktion n{n — 3) ter Ordnung, und daher muss 

d d 

J2 a i + J2h = c ' Q - c[2 '> d=ln(n-3), (8) 

i=l i=l 

sein (c,c' ganze Zahlen). 

12. Es sei 

f(x\,X2,Xs) = 

die Gleichung einer beliebigen Kurve m ter Ordnung, welche durch ir' Dop- 
pelpunkte der Kurve F = geht, denen die Argumente 

otißi, a 2 ß 2 ,.. -^v/V 

angehören, während sie durch die ir = ^n(n — 3) — n' Doppelpunkte mit den 
Argumenten 

a 7r'+l/V+l> «7^+2^+2» • • • a dßd 

nicht hindurchgeht. Dann ist 

/ #l(«) <P 2 (u) g3H \ = 

7 Uei(«)]"' [öi(«)] n [öiHIV m ] 

eine doppeltperiodische Funktion der mn ten Ordnung, die nur für u = 
unendlich wird, und für mn Werte u verschwinden muss. Da aber die Werte 

i = 1, 2 . . . 7r' Punkten von F = angehören, die auch auf / = liegen, so 
wird /i (u) für diese 27r' Werte verschwinden, also nur noch für 

k = mn — 2tt 

andere Werte von u null sein, die mit 

ui,u 2 ...u k 
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bezeichnet sein sollen. 
Dann wird 

/l(«) = 
Oi(u - ui)0i(u -u 2 )...9i(u- u k ) Q| 6i(u - aj)Gi(u - ßj) 2fl u 



A 



sein und 



[Oi(u)] mn 

tt' 

i=l i=\ 

Da für 

w = a n '+h und « = /V+fc> (^ = 1,2. . .7r) 

die Koordinaten xi : £2 : ^3 dieselben Werte annehmen, so muss auch 

h (cv+/J = A {ß n > + h) , h = l,2...7r, 
sein. Nun ist 



77' 



/l(«7T'+/» 

n 

4 



n»=i °l( a TT'+h - u i) ULI °l( a TT'+h - ai)Oi(a n f +h - ßi) ^ 2f j, a ^+ h m 



[Oi(^ +h )y 



-e^—^r 



fl(ßn'+h) = 

A Uj=l Ölißir'+h ~ «j) Iltl 6l(ßn>+h ~ <*i)Ol(ßn>+h ~ ßi) 2 M ^ 

[Giißj+h)]™ 
und daher muss 



TT? 



niiöiK 



'+/i - M iy 



näuöit/v+ft-uj 



Ö^a^ 



+/J 



Öl(/W) 



llLl Olißrf+h - <Xi)Gl(ßn>+h - ßi) 2^'+ h ~y +h -. 



Q 



IlLl °l( a ir'+h - <Xi)6l(<*n'+h - ßi) 

h = 1,2. ..TT 

und 

U\ + W2 + M3 • • • + Uk = 



(A) 



TT 

£ 

h=l 



(a n , +h + /V+/J + (// -J)n-(p- c)Q' 
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sein. Aus 



k -k' 

^2 u i + ^2( a i + ßi) = l 1 '^ ~ l 1 ^' 



i=\ 



und (8) 



^2(ai + ßi) + J^(cv +/l + ß w , +h ) = c'ü - cü' 
i=\ h=l 



folgt nämlich 
k 



5^(<V +/l + ßj+h) + {n 1 -c')Q-{a- c)Q'. 

i=\ h=\ 



2^ u * 



Es sind also zwischen den k = mn — 2-K' Argumenten u^ der Schnittpunkte 
der Kurve m ter Ordnung mit der Kurve n ter Ordnung n + 1 Relationen (A) 
vorhanden, die höchstens 7r + 1 der Argumente bestimmen, wenn die übrigen 

k — ir — 1 = mn — 2ir' — ir — 1 

gegeben sind. Ist nun m > n — 3, so gehen durch 

mn — 2ir — 7r — 1 

beliebig zu wählenden Punkte auf F = und -k' Doppelpunkte noch Kurven 
m ter Ordnung, von denen 

v = TjTnim + 3) — [mn — n — ir — 1] = ^(m — n + l)(m — n + 2) 

Punkte beliebig in der Ebene angenommen werden können, und welche die 
F = noch in 

mn — [mn — 2n' — ir — 1] — 2ir' = ir + 1 

Punkten schneiden. Zwischen den Argumenten dieser Punkte müssen aber die 
7r + l Gleichungen (A) bestehen, in denen die k — -K — \ übrigen Argumente der 
Schnittpunkte für alle Kurven m Ordnung fest sind, und welche daher die 
TT + 1 Argumente auch im Allgemeinen bestimmen, d. h.: Legt man durch u' 
Doppelpunkte und mn — 2ix' — tt — 1 feste Punkte der Kurve n Ordnung mit 
\n{n — 3) Doppelpunkten [tt + ix' = \n{n — 3)] beliebige Kurven m > n — 3 
Ordnung, so schneiden alle die Kurve n Ordnung noch in ix + 1 festen 
Punkten. 

Gehen die Kurven m Ordnung durch alle Doppelpunkte, ist also ix = 0, 
in welchem Falle sie dann > adjungirte^ Kurven heissen, so schneiden alle 
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adjungirten Kurven m ter Ordnung, welche durch mn — n{n — 3) — 1 feste 
Punkte und die d Doppelpunkte gehen, die Kurve n ter Ordnung noch in 
einem festen Punkte. 

Für die weitere Behandlung dieser Kurven vergleiche man: >Clebsch, 
Ueber diejenigen Kurven, deren Koordinaten sich als elliptische Funktionen 
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